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ABSTRAKT 
Práca sa zaoberá teóriou čiastočnej zmáčavosti steny, podľa ktorej je odvodený vzťah 
pre rýchlosť kvapky pohybujúcej sa po naklonenej rovine v závislosti na čase. V práci sú 
vysvetlené základné pojmy s touto teóriou súvisiace. Prostredníctvom rozboru divergencie 
normálového vektoru povrchu kvapky je vypracovaný postup matematického vyhodnotenia 
zložky dynamickej adhéznej sily. V rámci diplomovej práce bol vykonaný experiment, pri 
ktorom bola na štyroch analyzovaných povrchoch zisťovaná rýchlosť kvapiek rôznych 
objemov pri rozličných uhloch naklonenia roviny. Z výsledkov experimentu sú pomocou 
nelineárnej regresie vyhodnotené neznáme parametre, ako adhézny súčiniteľ, zložka 
dynamickej adhéznej sily a počiatočná a konečná rýchlosť kvapky. V rámci diplomovej práce 
bola vykonaná simulácia pohybu kvapky po naklonenej rovine v programe ANSYS Fluent. 
Záverom sú jednotlivé výsledky zhodnotené, porovnané a sú navrhnuté nové postupy, ktoré 
by mohli pomôcť pri ďalšom výskume stekania kvapky. 
KĽÚČOVÉ SLOVÁ 
teória čiastočnej zmáčavosti, adhézny koeficient, povrchová energia, nelineárna regresia, 
kontaktný uhol 
ABSTRACT 
The thesis deals on the theory of partial wetting of a wall, whereby a relation between 
the velocity of a droplet moving along an inclined plane and time is derived. There are 
explained basic definitions coherent to the theory of partial wetting. According to divergence 
of a normal vector of the droplet surface, there is developed a technique for mathematical 
evaluation of the component of dynamic adhesive force. Within the scope of diploma paper, 
there was an experimental measurement performed, whereat a velocities of droplets of various 
volumes and at different inclination angles on four analyzed surfaces were determined. By 
using non-linear regression, unknown parameters such as the adhesion coefficient, the 
component of a dynamic adhesive force, initial and terminal velocity of a droplet were 
evaluated from the experiment results. Within the thesis there was performed a simulation of 
droplet motion on an inclined plane in ANSYS Fluent. Conclusion includes an assessment 
and a comparison of results obtained, and new procedures that may be helpful at further 
research of descending droplet. 
KEYWORDS 
the theory of partial wetting, the adhesion coefficient, a surface energy, a non-linear 
regression, a contact angle  
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
 
 
BIBLIOGRAFICKÁ CITÁCIA 
HABR, M. Pohyb kvapky po naklonenej rovine. Brno: Vysoké učení technické v Brně, 
Fakulta strojního inženýrství, 2015. 69 s. Vedúci diplomovej práce Ing. Simona Fialová, PhD.  
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
 
 
PREHLÁSENIE 
Prehlasujem, že som diplomovú prácu na téma Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
vypracoval samostatne, s použitím odbornej literatúry a prameňov uvedených na zozname, 
ktorý je uvedený na konci tejto práce. 
 
 
 
 
Dátum        Bc. Martin Habr 
  
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
 
 
POĎAKOVANIE 
Týmto ďakujem vedúcej diplomovej práce, Ing. Simone Fialovej, PhD., za cenné rady 
a pripomienky k jej vypracovaniu a prof. Ing. Františkovi Pochylému, CSc. za ochotné 
poskytnutie konzultácií. Veľká vďaka tiež patrí Ing. Martinovi Hudecovi, za zodpovedný 
prístup a pomoc pri vykonávaní experimentálneho merania. 
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
1 
 
OBSAH 
 
1 ÚVOD ................................................................................................................................ 3 
2 SÚČASNÝ STAV VÝSKUMU ......................................................................................... 4 
3 TEÓRIA ČIASTOČNEJ ZMÁČAVOSTI ......................................................................... 5 
3.1 Povrchové napätie ........................................................................................................ 5 
3.2 Povrchová energia ....................................................................................................... 5 
3.2.1 Matematické modely pre výpočet povrchovej energie [7] ................................... 6 
Kwokov-Neumannov model .............................................................................................. 6 
Owensov-Wendtov model .................................................................................................. 7 
Acido-bázický model ......................................................................................................... 7 
Regresné modely ................................................................................................................ 8 
3.3 Spôsoby určovania kontaktného uhla .......................................................................... 8 
3.3.1 Metóda naklonenej dosky [8] ............................................................................... 8 
3.3.2 Metóda prisadnutej kvapky, resp. priliehajúcej bubliny [8] ................................. 9 
3.3.3 Wilhelmova metóda vyvaţovanej dosky [9] ........................................................ 9 
3.3.4 Experimentálne meranie kontaktného uhla ........................................................ 10 
3.4 Chyby merania kontaktného uhla .............................................................................. 11 
3.4.1 Drsnosť povrchu [10, 11] ................................................................................... 11 
3.4.2 Nehomogenita povrchu ...................................................................................... 11 
3.4.3 Absorbcia látok [11] ........................................................................................... 12 
3.5 Zmáčavosť povrchu ................................................................................................... 12 
3.6 Statická adhézna sila [3] ............................................................................................ 14 
3.7 Dynamická adhézna sila [3] ...................................................................................... 17 
3.8 Definícia zloţky dynamickej adhéznej sily f ............................................................. 20 
3.8.1 Popis Beziérovej plochy [13] ............................................................................. 20 
3.8.2 Krivočiary súradný systém ................................................................................. 22 
3.8.3 Určenie hodnoty f ............................................................................................... 24 
4 EXPERIMENTÁLNE MERANIE ................................................................................... 27 
4.1 Analyzované materiály .............................................................................................. 27 
4.2 Príprava experimentu ................................................................................................. 28 
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
2 
 
4.3 Vyhodnocovanie výsledkov ...................................................................................... 30 
4.3.1 Výsledky vzorky č.1 ........................................................................................... 31 
4.3.2 Výsledky vzorky č.2 ........................................................................................... 32 
4.3.3 Výsledky vzorky č.3 ........................................................................................... 32 
4.3.4 Výsledky vzorky č.4 ........................................................................................... 36 
4.4 Chyby merania ........................................................................................................... 40 
5 NUMERICKÉ RIEŠENIE POHYBU KVAPKY ............................................................ 45 
5.1 Nastavenie programu ANSYS Fluent ........................................................................ 45 
5.1.1 Nastavenie riešiča (Solver): ................................................................................ 45 
5.1.2 Nastavenie modelu (Models): ............................................................................. 45 
5.1.3 Okrajové podmienky (Boundary conditions): .................................................... 45 
5.1.4 Inicializácia (Initialization): ............................................................................... 47 
5.1.5 Riešenie (Calculation): ...................................................................................... 48 
5.2 Výpočtová sieť........................................................................................................... 49 
5.3 Riešené rovnice .......................................................................................................... 49 
5.3.1 Rovnica kontinuity ............................................................................................. 50 
5.3.2 Navierova-Stokesova rovnica ............................................................................ 51 
5.3.3 Rovnica objemového zlomku ............................................................................. 56 
5.4 Výsledky numerického riešenia ................................................................................. 57 
ZÁVER ..................................................................................................................................... 62 
CITOVANÉ ZDROJE .............................................................................................................. 64 
POUŢITÉ SKRATKY A SYMBOLY ..................................................................................... 66 
 
  
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
3 
 
1 ÚVOD 
S rozširujúcimi sa moţnosťami uplatnenia vody odpudzujúcich povrchov rastie aj 
význam ich výskumu. Hydrofóbne povrchy je moţné uplatniť napr. v kondenzátoroch 
tepelných elektrární. Na teplosmenných plochách tepelných výmenníkov kondenzuje voda, 
ktorá tento povrch zmáča – vytvára film kvapaliny, ktorý sa správa ako izolačná vrstva. Pri 
pouţití hydrofóbneho povlaku by k priľnievaniu kvapaliny na povrchu nedochádzalo. Zvýšilo 
by sa mnoţstvo odvádzaného tepla, čo by viedlo k nárastu účinnosti tepelného cyklu (aţ o 4 
% [1]). Ďalej môţu hydrofóbne povrchy nájsť uplatnenie na sklách automobilov, kde by 
usmerňovali odvod vody zo skla, v hydraulických obvodoch (napr. na častiach čerpadiel) pre 
zníţenie trecích strát, alebo pri vývoji vode odolných textílií.  Pre efektívnu aplikáciu či uţ 
hydrofóbnych, super- alebo ultra- hydrofóbnych povrchov v praxi je ţiaduce mať schopnosť 
predikovať správanie kvapaliny v kontakte s povrchom. 
 Pre správny popis kvapaliny v pohybe nie je určenie statických charakteristík, ako je 
veľkosť kontaktného uhla θ, resp. plošnej hustoty povrchovej energie γ, dostačujúce. V tejto 
práci je popísaná teória čiastočnej zmáčavosti povrchu, ktorá zavádza dynamické parametre 
ako adhézny koeficient k, zloţka dynamickej adhéznej sily f a počiatočná rýchlosť pohybu 
kvapky c1 (viz. Kap. 3.7). Podľa uvedenej teórie je odvodený regresný model, ktorý je 
následne vyuţitý pri vyhodnocovaní parametrov k, f a c1 z vykonaného experimentu stekania 
kvapky po naklonenej rovine. Podmienky experimentu, jeho priebeh a chyby merania sú 
podrobne popísané v Kap. 4. 
Za účelom porovnania výsledkov získaných z experimentu bol pohyb kvapky riešený 
numericky v programe ANSYS Fluent. Demonštratívny výpočet bol vykonaný v rovinnej aj 
priestorovej doméne. Nastavenie simulácie, odvodenie a popis riešených diferenciálnych 
rovníc je uvedený v Kap. 5. 
Teória čiastočnej zmáčavosti umoţňuje za predpokladu známej geometrie kvapky 
kvantifikovať konštantnú zloţku dynamickej adhéznej sily f aj priamo. Za týmto účelom bol 
vypracovaný postup, ako túto silu vyhodnotiť na všeobecnej ploche. Názorne bola konštanta f 
určená pre zvolené parametre na guľovej ploche (viz. Kap. 3.8). 
Výsledkom práce je sumarizácia experimentálne získaných výsledkov, ich porovnanie 
a analýza závislosti adhézneho koeficientu k, počiatočnej rýchlosti c1, zloţky dynamickej 
adhéznej sily f a konečnej rýchlosti C na objeme kvapky V a nakloneniu roviny α. Predmetom 
porovnávania boli tieţ výsledky z numerickej simulácie v programe ANSYS Fluent 
s experimentálnym meraním. Ďalej je uvedený návrh ďalších postupov, ktorými by bolo 
moţné dosiahnuť presnejšie výsledky. Záverom sú popísané moţné spôsoby vyuţitia 
hydrofóbnych povrchov v praxi. 
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2 SÚČASNÝ STAV VÝSKUMU 
Problematika pohybu kvapky po naklonenej rovine je len jednou z oblastí výskumu 
slúţiacich pre popis vlastností daného povrchu.  
Pre popísanie statických vlastností povrchu slúţi najmä kvantifikácia statického 
kontaktného uhla θ. Týmto sa na VUT Brno zaoberala p. Ing. Nováková pod vedením p. Ing. 
Fialovej, PhD. Vo svojej práci [2] uvádza výsledky merania kontaktného uhla pre rôzne 
povrchy ošetrené hydrofóbnym povlakom UED (Ultra Ever Dry). Pri experimentoch pouţíva 
viac druhov kvapalín, z ktorých následne podľa príslušných matematických modelov 
vyčísľuje hodnoty plošnej hustoty povrchových energií γ. Pani Nováková sa tieţ zaoberala 
trvanlivosťou hydrofóbnych povlakov nanesených na kovové kotúče rotujúce vo vode. 
 Predikcia chovania kvapaliny v pohybe však vyţaduje znalosť ďalších parametrov 
povrchu, menovite adhézneho koeficientu k. Tento je moţné získať experimentálnym 
meraním pohybu kvapky po naklonenej rovine. Podkladom pre experimenty bola teória 
čiastočnej zmáčavosti vypracovaná p. Ing. Fialovou, PhD. a p. prof. Pochylým na VUT Brno 
[3]. Snímanie stekajúcej kvapky pomocou kamery vykonával na VUT Brno p. Ing. Ţák [4]. 
Predmetom vyhodnocovania bol adhézny súčiniteľ k. Vzorkovacia frekvencia kamery sa však 
ukázala ako nedostatočná. Navyše, kvapka na skúmaných povrchoch striedavo zrýchľovala 
a spomaľovala, čo výrazne sťaţilo vyhodnocovanie výsledkov. Snímanie pohybujúcej sa 
kvapky bolo okrem iného vykonané aj na TUL v Liberci, kde bola kvapka snímaná 
vysokorýchlostnou kamerou pod vedením p. Ing. Koteka, PhD. Nakoľko bol meraný úsek 
príliš krátky, nebolo moţné vhodne pouţiť nelineárnu regresiu pre určenie adhézneho 
koeficientu k, konštanty f a rýchlosti c1 (viz. Kap. 4.3). 
 Pohyb kvapky po naklonenej rovine je tieţ moţné simulovať programom ANSYS 
Fluent. Vypracovaním modelu sa zaoberala p. Ing. Frodlová, PhD. na VŠB Ostrava v rámci 
svojej dizertačnej práce [5]. Porovnávala rýchlosti kvapiek vody pri pouţití teórie úplnej 
zmáčavosti (pouţitá okrajová podmienka priľnievania kvapaliny na stene – noslip) oproti 
teórii čiastočnej zmáčavosti, kedy sa na nepohybujúcom sa povrchu predpokladá nenulová 
rýchlosť kvapaliny. Hydrofóbnosť povrchu bola reprezentovaná zmenou adhézneho 
koeficientu k. Pre jeho implementáciu do prostredia programu Fluent bola vyuţitá uţívateľom 
definovaná funkcia UDF (User Defined Funtion). Predmetom analýzy p. Frodlovej bolo 
okrem iného aj porovnanie rôznych modelov turbulencie pouţitých pri výpočte. 
 Ako sa ukazuje, problematika správania sa kvapiek na hydrofóbnych, resp. super- 
a ultra- hydrofóbnych materiáloch nie je zďaleka celkom popísaná. V súčasnosti prebiehajú 
ďalšie experimenty, ktorých cieľom je objasniť správanie kvapky kvapaliny vystavenej (ako 
pomalej tak aj rýchlej) zmene tlaku a teploty. Experimentmi tohto typu sa na MUNI v Brne 
zaoberá p. RNDr. Klíma. 
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3 TEÓRIA ČIASTOČNEJ ZMÁČAVOSTI 
Pred samotnou definíciou zmáčavosti povrchu telesa je vhodné stanoviť pojmy 
povrchové napätie a povrchová energia.  
3.1 Povrchové napätie 
Povrchové napätie ζ je fyzikálna vlastnosť danej kvapaliny. Ako napovedá názov, 
povrchové napätie sa prejavuje v blízkosti rozhrania kvapaliny s inou fázou. Svoj pôvod má v 
kohéznych medzimolekulových silách. Vo vnútri objemu kvapaliny sú príťaţlivé sily od 
susedných molekúl vykompenzované. Na rozhraní kvapaliny však pre zachovanie silovej 
rovnováhy musí (prostredníctvom povrchového napätia) pôsobiť sila F smerujúca do 
kvapaliny. Pre veľkosť povrchového napätia potom platí: 
  
  
  
 
(3.1) 
kde dl je element dĺţky rozhrania v danom smere [5]. Povrchové napätie je závislé na teplote 
kvapaliny, kedy so zvyšujúcou sa teplotou klesá. Zníţenie povrchového napätia je moţné 
dosiahnuť aj pridaním surfaktantu do kvapaliny. Povrchové napätie bolo zohľadnené pri 
simulácii pohybu kvapky v programe ANSYS Fluent (viz. Kap. 5.1). 
3.2 Povrchová energia 
Prítomnosť sily F na fázovom rozhraní spôsobuje, ţe molekuly nachádzajúce sa na 
povrchu majú väčšiu potenciálnu energiu ako tie vo vnútri objemu. Pre prenesenie molekuly 
z vnútra objemu kvapaliny na jej povrch je potrebné zvýšiť jej energiu, a to o element 
povrchovej energie dE. Pritom platí závislosť: 
        
(3.2) 
kde γ je plošná hustota povrchovej energie, niekedy tieţ nazývaná kapilárna konštanta a dS 
element plochy fázového rozhrania. Veľkosť povrchového napätia ζ a plošnej hustoty 
povrchovej energie γ je totoţná [6]. 
  Zistenie povrchovej energie telesa priamo je náročné. Povrchová energia sa preto 
určuje nepriamo, pomocou kontaktného uhla kvapky kvapaliny na pevnom povrchu θ. Tento 
je určený mechanickou rovnováhou kvapky pod účinkom troch medzipovrchových napätí: 
teleso/para, teleso/kvapalina a kvapalina/para (viz. Obr. 3.1). 
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Obr. 3.1 Rozhranie troch látok [7] 
 Závislosť plošnej hustoty povrchovej energie γsl na kontaktnom uhle θ odvodil 
Thomas Young v tvare: 
 coslvslsv   
(3.3) 
pričom význam pouţitých indexov je: sv – teleso/para (solid/vapor), sl – teleso/kvapalina 
(solid/liquid), lv – kvapalina/para (liquid/vapor). 
  
3.2.1 Matematické modely pre výpočet povrchovej energie [7] 
Matematické modely pre výpočet plošnej hustoty povrchovej energie telesa γ sú 
zaloţené na Youngovej rovnici a podľa počtu pouţitých kvapalín je moţné ich rozdeliť na: 
 1-kvapalinový (Kwokov-Neumannov model) 
 2-kvapalinový (Owensov-Wendtov model) 
 3-kvapalinový (acido-bázický model) 
 viac-kvapalinové (regresné modely) 
 
Kwokov-Neumannov model 
Jestvuje viacero 1-kvapalinových modelov popisujúcich povrchovú energiu telesa. 
Jednou skupinou sú modely zaloţené na termodynamickej rovnici rovnováhy vyjadrenej 
v tvare: 
 svlvsl f  ,  
(3.4) 
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Do tejto skupiny patrí aj Kwokov-Neumannov model popisujúci stavovú rovnicu 
takto: 
  20001057,01 svlvsvlvsvlvsl    
(3.5) 
čo v kombinácii s Youngovou rovnicou (3.3) vedie na tvar: 
  2
21
0001057,0121cos svlv
lv
sv 


 






 
(3.6) 
Owensov-Wendtov model 
Tento 2-kvapalinový model rozdeľuje celkovú plošnú hustotu povrchovej energie 
telesa/kvapaliny na dve zloţky: na disperznú zložku γd a polárnu zloţku γp. Pritom platí: 
 plpsdldsslsl   2  
(3.7) 
a v kombinácii s Youngovou rovnicou (3.3): 
   plpsdldsl   2cos1  
(3.8) 
Acido-bázický model 
Táto metóda umoţňuje určiť parametre elektrónového darcu a príjemcu povrchovej 
energie. Celková povrchová energia je súčtom disperznej (LW) a acido-bázickej (AB) zloţky, 
teda: 
ABLW    
(3.9) 
kde LW predstavuje Lifshitzovu-Van der Waalsovu a AB acido-bázickú väzbu. γ+ ,resp. γ- 
označuje elektrónového príjemcu, resp. darcu podľa Lewisa. V kombinácii predošlého vzťahu 
s Youngovou rovnicou (3.3) získame vzťah: 
     lslsLWlLWsl  2cos1  
(3.10) 
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Plošná hustota povrchovej energie daného telesa sa určuje za pouţitia 3 kvapalín, 
pričom 2 z nich musia mať polárnu zloţku, ktorá je daná vzťahom: 
  2AB
 
(3.11) 
 
Regresné modely 
Pri viac-kvapalinových modeloch je moţné pouţiť viac druhov kvapalín, ako vyţaduje 
daná metóda. Takýto systém je preurčený a k jeho vyriešeniu sa vyuţíva metóda najmenších 
štvorcov, kedy sa hľadajú vhodné hodnoty koeficientov regresie. Táto metóda môţe byť 
pouţitá ako na Owensov-Wendtov model: 
d
l
p
lp
s
d
s
d
l
l







2
cos1
 
(3.12) 
tak na 3-kvapalinový acido-bázický model: 
LW
l
l
sLW
l
l
s
LW
s
LW
l
l







 

 

2
cos1
 
(3.13) 
 
3.3 Spôsoby určovania kontaktného uhla 
 
3.3.1 Metóda naklonenej dosky [8] 
Táto priama metóda určovania kontaktného uhla spočíva v ponorení dosky zo 
skúmaného materiálu do kvapaliny, pričom je natáčaná tak dlho, kým nie je povrch kvapaliny 
na jednej strane dosky rovný aţ k čiare styku medzi doskou a kvapalinou (viz. Obr. 3.2). 
V tomto okamţiku zviera hladina kvapaliny s rovinou dosky uhol θ. 
 Táto metóda býva pouţívaná pre veľmi hydrofilné povrchy (θ ≈ 10°). Nevýhodou tejto 
metódy je, ţe nameraná hodnota kontaktného uhla leţí medzi hodnotou postupujúceho 
a ustupujúceho uhla zmáčania (prejavuje sa hysterézia zmáčania) [8]. 
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Obr. 3.2 Meranie kontaktného uhla naklonením dosky podľa [8] 
 
3.3.2 Metóda prisadnutej kvapky, resp. priliehajúcej bubliny [8] 
Kontaktný uhol θ sa vyhodnocuje na základe tvaru kvapiek umiestnených na čistej 
doske skúmaného materiálu, resp. podľa tvaru bubliny na povrchu telesa ponoreného do 
kvapaliny (viz. Obr. 3.3). 
  
Obr. 3.3 Meranie kontaktného uhla a) prisadnutej kvapky, b) priliehajúcej bubliny podľa [8] 
Kvapka je následne z bokorysu snímaná kamerou. Vyhodnocovanie výsledkov 
prebieha pomocou počítačového programu (napr. SEE Software). Je však potreba brať do 
úvahy, ţe pri manuálnej aproximácii hranice kvapky kruţnicou môţu byť výsledky 
ovplyvnené subjektivitou pozorovateľa (viz. Obr. 3.5). 
 
3.3.3 Wilhelmova metóda vyvaţovanej dosky [9] 
Jedná sa o nepriamu metódu merania kontaktného uhla θ, ktorá je zaloţená na zmene 
sily pôsobiacej na doštičku ponorenú do kvapaliny (viz. Obr. 3.4). Príčinou je vzlínajúca 
kvapalina, ktorá spôsobuje vznik dodatočnej sily F danej vzťahom: 
           
(3.14) 
kde L predstavuje obvod dosky a γ príslušnú hodnotu plošnej hustoty povrchovej energie.  
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Obr. 3.4 Metóda vyvaţovanej dosky podľa [9] 
 
3.3.4 Experimentálne meranie kontaktného uhla 
Pre experimentálne stanovenie kontaktného uhla θ je vhodné analyzovať kvapky s čo 
najmenším objemom, aby sa minimalizovala ich deformácia od pôsobenia tiaţovej sily. Grafy 
ilustrujúce vplyv tiaţovej sily na deformáciu kvapky v závislosti na objeme kvapky V sú 
uvedené v elektronickej prílohe. Objem nanášaných kvapiek bol 5 μl. Na daný povrch boli 
aplikované laboratórnou pipetou značky Labopette. Následné vyhodnotenie prebiehalo 
pomocou aplikácie SEE Soft (Surface Energy Evaluation Software) takto: 
 Kvapky boli z bokorysu nasnímané CCD kamerou, ktorá vytvorila obraz pre ďalšie 
spracovanie. Pre určenie kontaktného uhla θ je potrebné čo najpresnejšie nájsť priesečníky 
hrany kvapky s povrchom a ďalší bod leţiaci na hrane kvapky. Následne je pomocou 
aproximácie kruţnicou určená hodnota kontaktného uhla θ. 
 
Obr. 3.5 Vyhodnocovanie kontaktného uhla  θ v SEE Soft-e 
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 Nepresnosť tejto metódy spočíva v tom, ţe na hydrofilných povrchoch (θ < 90°) je 
tvar kvapky značne sploštený, nie je teda vhodný pre aproximáciu kruţnicou. Na 
hydrofóbnych povrchoch (θ ≈ 90°) je chyba zapríčinená najmä funkciou cos(θ). Pri super-
hydrofóbnych povrchoch (θ > 90°) je zdrojom nepresnosti najmä deformácia kvapky vplyvom 
tiaţovej sily. 
 Namerané hodnoty kontaktných uhlov na skúmaných povrchoch sú uvedené v Kap. 
4.1. Tieto hodnoty slúţia ako vstupný parameter pre numerický výpočet pohybu kvapky po 
naklonenej rovine v programe Fluent (viz. Kap. 5), ako aj pre demonštratívne vyhodnotenie 
funkcie f (viz. Kap. 3.8). 
 
3.4 Chyby merania kontaktného uhla 
Presnosť výsledkov merania záleţí okrem iného aj od pouţitej metódy. Vhodnosť tej-
ktorej metódy sa môţe meniť v závislosti od meraného kontaktného uhla θ. Kaţdý spôsob 
merania vnáša do výsledku chyby iného typu. Čo sa týka parametrov skúmaného povrchu 
vplývajúcich na veľkosť kontaktného uhla, je moţné vymenovať nasledovné: 
 
3.4.1 Drsnosť povrchu [10, 11] 
Kaţdý povrch disponuje určitou veľkosťou drsnosti povrchu. Vplyv drsnosti povrchu  
môţe byť kompenzovaný zavedením súčiniteľa  β > 1, nakoľko drsný povrch má vţdy väčšiu 
plochu ako teoreticky hladký. Modifikovanú Youngovu rovnicu je moţné písať v tvare: 
                   
(3.15) 
hodnota koeficientu β sa následne pri známych hodnotách plošnej hustoty povrchovej energie 
γ zisťuje porovnávaním kontaktného uhla θ pre rôzne hodnoty drsnosti povrchu. 
 
3.4.2 Nehomogenita povrchu 
Hydrofóbne materiály majú často svoje vlastnosti vďaka vrstve hydrofóbneho povlaku 
naneseného na povrch. V prípade, ţe tento povlak nie je nanesený rovnomerne, dochádza na 
určitých miestach v dôsledku zmeny plošnej hustoty povrchovej energie γ k lokálnej silovej 
nerovnováhe a tým k spomaleniu (aţ zastaveniu) stekajúcej kvapky. To má za následok 
sťaţenie procesu vyhodnocovania rýchlosti kvapky a tieţ nepresnosť pri určovaní kritického 
uhla naklonenia roviny αkrit – najmenšieho uhla, pri ktorom dochádza k pohybu kvapky. 
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3.4.3 Absorbcia látok [11] 
Absorpcia látok obsiahnutých v plynnej fáze na povrchu tuhej fázy má za následok 
zníţenie plošnej hustoty povrchovej energie tuhej látky z γS (plošná hustota povrchovej 
energie čistej tuhej látky) na γSG (plošná hustota povrchovej energie tuhej látky v rovnováhe 
s parou kvapaliny tvoriacej kvapku). Rozdielom je povrchový tlak π, ktorý je následne moţné 
zohľadniť v upravenej Youngovej rovnici (viz. Obr. 3.6): 
                 
(3.16) 
kde γL predstavuje plošnú hustotu povrchovej energie čistej kvapaliny. Vplyv absorpcie látok 
sa vo väčšej miere uplatňuje pri povrchoch s vysokou povrchovou energiou (napr. sklo, 
kremeň, kovy a ich oxidy, anorganické soli) [11]. 
 
Obr. 3.6 Zníţenie plošnej hustoty povrchovej energie telesa γSG podľa [11] 
 
3.5 Zmáčavosť povrchu 
Miera zmáčavosti daného povrchu je daná veľkosťou plošnej hustoty jeho povrchovej 
energie γ, ktorá sa prejavuje na veľkosti kontaktného uhla θ. Čím je povrch hydrofóbnejší, 
tým je plošná hustota jeho povrchovej energie γ menšia, pre kvapalinu je náročnejšie vytvoriť 
súvislú vrstvu na jeho povrchu, čo má za následok väčšie hodnoty kontaktného uhla θ. Za 
hydrofóbne sa povaţujú povrchy s      . Typickým príkladom hydrofóbnych materiálov je 
teflón, niektoré polyméry alebo v prírode lotosové kvety. Medzi hydrofilné (zmáčavé) 
materiály sa radia kovy, napr. nerezová oceľ, meď, zinok, a iné. 
Teória úplnej zmáčavosti predpokladá priľnievanie kvapaliny na stene. To má za 
následok nulovú rýchlosť kvapaliny na nepohybujúcej sa stene, resp. rýchlosť kvapaliny 
totoţnú s rýchlosťou pohybujúcej sa steny. Na druhej strane teória čiastočnej zmáčavosti 
predpokladá prekĺzavanie kvapaliny po povrchu. Dôsledkom je nenulová rýchlosť na 
nepohybujúcej sa stene vs a zníţenie adhézneho šmykového napätia τA.  
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Ďalej sa predpokladá, ţe vektor šmykového napätia τ leţí v rovine určenej vektorom 
vonkajšej normály k povrchu n a vektorom rýchlosti v (viz. Obr. 3.7). Na základe toho je 
podľa [7] vyjadrený vzťah pre adhézne šmykové napätie takto: 
   (   )         
(3.17) 
kde k je adhézny koeficient.  
 
Obr. 3.7 Vektor šmykového napätia τ [7] 
Mieru zmáčavosti daného materiálu je teda moţné rozpoznať podľa veľkosti 
adhézneho koeficientu k: čím je tento menší, tým je materiál viac hydrofóbny a naopak. 
Limitným prípadom by bol absolútne hydrofóbny povrch, pre ktorý by bola hodnota 
adhézneho súčiniteľa k = 0. V tomto prípade by (za predpokladu čisto translačného pohybu 
všetkých častíc kvapky) bolo šmykové napätie v celom priereze kvapky pohybujúcej sa po 
naklonenej rovine rovné nule (viz. Obr. 3.8 c). 
 
Obr. 3.8 Profily rýchlosti v a adhézneho šmykového napätia τA pre a) úplne hydrofilný b) 
čiastočne  hydrofóbny a c) úplne hydrofóbny povrch 
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Teória čiastočného zmáčania povrchu kvapalinou bola odvodená p. Fialovou, PhD. a 
prof. Pochylým. Slúţi k popisu adhéznej sily na rozhraní kvapaliny a pevného povrchu. 
Detailné odvodenie je uvedené v [3]. 
 
Obr. 3.9 Kvapka na naklonenej rovine, Γ – povrch kvapky, S – plocha pod povrchom kvapky 
[3] 
 
3.6 Statická adhézna sila [3]  
Matematický popis pohybu kvapky po naklonenej rovine vychádza z Navierovej-
Stokesovej rovnice (5.29) odvodenej v príslušnej kapitole. Po integrácii cez objem kvapky 
V má tvar: 
∫
  
  
  
 
 ∫
   
   
    
 
 ∫
 
 
 
    
   
  
 
 ∫     
 
 
(3.18) 
Na jej úpravu bude vyuţitá Gaussova-Ostrogradského veta. Táto veta zavádza 
súvislosť medzi objemovým integrálom na obmedzenej súvislej otvorenej mnoţine Ω 
a integrálom na jej zovšeobecnenej hranici ∂Ω. Pritom platí: 
∫
  
   
 
   ∫       
  
 
(3.19) 
kde f je skalárna alebo vektorová funkcia a n vektor vonkajšej normály ku Ω [12]. 
 Na prvý člen (člen lokálneho zrýchlenia) nie je moţné aplikovať Gaussovu-
Ostrogradského vetu. Preto bude ponechaný v pôvodnej podobe.  
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Úprava člena konvektívneho zrýchlenia vyzerá nasledovne: 
∫
   
   
    
 
 ∫            ∫           
  
 ∫            
 
 
(3.20) 
pričom integrál po ploche S vypadol z dôvodu kolmosti vektoru rýchlosti vj na vektor normály 
plochy nj. Ich skalárny súčin je teda rovný 0 a ostáva len integrál po povrchu kvapky Γ. 
Integrál členu obsahujúceho tenzor napätí σij, je moţné previesť na plošný integrál 
tvaru: 
∫
 
 
 
    
   
  
 
 
 
 
∫          
 
 
∫         
  
 
(3.21) 
Nakoniec, zintegrovaním člena popisujúceho pôsobenie vonkajších objemových síl na 
teleso z (3.18) získame: 
∫     
 
      
(3.22) 
Zhrnutím upravených členov (3.20) aţ (3.22) a vynásobením rovnice hustotou 
kvapaliny ρ získavame vzťah: 
VgdSndndnvvdV
t
v
ij
S
ijjijjji
V
i 


 

  
(3.23) 
Silu pôsobiacu na povrch tuhého telesa Fi  je moţné vyjadriť z Navierovej-Stokesovej 
rovnice takto: 
   ∫         
 
 
(3.24) 
kde σij je tenzor plošných napätí pôsobiacich na teleso, S povrch telesa a m predstavuje 
vonkajšiu normálu telesa (viz. Obr. 3.10). V mechanike tekutín sa ale pracuje s vonkajšou 
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normálou kvapaliny n. Táto má opačný smer, čo pri jej pouţití  vedie k zápornému znamienku 
pred integrálom (3.24). Sila pôsobiaca na teleso môţe byť teda zapísaná v tomto tvare: 
VgdndnvvdV
t
v
dSnF ijijjji
V
i
j
S
iji 


 

  
(3.25) 
 
Obr. 3.10 Povrch S a vonkajšia normála telesa m 
Za predpokladu, ţe α = α0 a pri zápise gravitačného zrýchlenia g v zloţkovom tvare 
môţeme statickú silu rovnobeţnú s osou x1 F1S písať ako: 
011 sinαgmdnF jjS  

  
(3.26) 
Ďalej je po vyjadrení napätia ako tlakovej funkcie v tvare: 
pjj  11   
(3.27)  
moţné (3.26) zapísať nasledovne: 
011 sin 

gmdnpF S  
(3.28) 
Pri uvaţovaní tlakovej závislosti: 
ndivpp A    
(3.29) 
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prechádza rovnica pre statickú silu v osi x1 F1S na tvar: 
011 sin  

gmdndivF S n  
(3.30) 
Analogicky je pre silu F2S moţné odvodiť vzťah: 
022 cos  

gmdndivSpF AS n  
(3.31) 
pričom k pohybu kvapky dochádza pri naklonení povrchu nad kritický uhol αkrit. V tejto 
súvislosti je nutné poznamenať tento vypozorovaný jav:  kritický uhol αkrit bude iný, ak je 
doska nastavená v danej polohe a následne je na povrch nanesená kvapka, a inú hodnotu bude 
mať, ak je kvapka na povrch uţ nanesená, pričom doska sa postupne nakláňa. 
 
3.7 Dynamická adhézna sila [3] 
Predpokladom pre odvodenie adhéznej sily na pohybujúcu sa kvapku je translačný 
pohyb všetkých jej častíc rýchlosťou v1. 
 Adhézna sila na kvapku v ose x1 bude mať podľa (3.25) po aplikácii vzťahu pre 
tlakovú závislosť (3.29) a za predpokladu, ţe rovina je naklonená pod konštantným uhlom α 
nasledovný tvar: 
 sin1
1
1 


 

gmdndiv
t
v
mF n  
(3.32) 
Zavedením ďalšieho predpokladu, a to ţe sa tvar kvapky za pohybu nemení je moţné 
posledné dva členy predchádzajúcej rovnice pokladať za konštantu, teda: 
.sin1 konštfgmdndiv  

 n  
(3.33) 
vyššie uvedený predpoklad však v praxi nutne nemusí platiť. V Kap. 4.4 je táto problematika 
popísaná podrobnejšie. 
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Vzťah (3.32) moţné zapísať v tvare: 
f
t
x
mF 



2
1
2
1  
(3.34) 
Za predpokladu, ţe adhézna sila F1 je úmerná rýchlosti pohybu c1 platí pre jej element: 
dSckdSndF jij 11    
(3.35) 
kde c1 je počiatočná rýchlosť, ktorú dosiahne kvapka v okamihu, keď nastane silová 
rovnováha. Po integrácii (3.35) dostávame: 
SckdSckdSnF
SS
jj   1111   
(3.36) 
Pre ďalšiu úpravu rovnice bol zavedený predpoklad, ţe k nezávisí na počiatočnej 
rýchlosti c1. Táto poţiadavka by mala byť potvrdená experimentom. Zlúčením rovníc (3.34) a 
(3.36) dostávame: 
m
f
t
x
m
kS
t
x







 1
2
1
2
 
(3.37) 
Jedná sa o nehomogénnu lineárnu obyčajnú diferenciálnu rovnicu 2. rádu. Rovnicu je 
moţné riešiť metódou neurčitých koeficientov. Nakoľko je rovnica (3.37) nehomogénna, 
riešenie pozostáva zo súčtu homogénneho a partikulárneho riešenia. Pre získanie 
homogénneho riešenia je potrebné zostaviť charakteristickú rovnicu: 
   
   
 
     
(3.38) 
Riešením tejto kvadratickej rovnice dostávame 2 reálne korene:     
   
 
 a     . 
Všeobecné riešenie homogénnej časti rovnice xh (3.37) budeme hľadať v tvare: 
  ( )      
 
   
       
(3.39) 
kde C1 a C2 sú zatiaľ neznáme koeficienty.  
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 Pre získanie partikulárnej časti riešenia xp je potrebné pravú stranu rovnice (3.37) 
zapísať v tvare vyhovujúcom nasledujúcemu vzťahu: 
 ( )       (  ( )     (   )    ( )     (   )) 
(3.40) 
Táto rovnosť bude splnená pri hodnote koeficientov a = b = r = s = 0. Ďalej musí byť 
overené, či platí rovnosť: 
         
(3.41) 
V tomto prípade rovnosť platí pre koreň λ2. Jeho násobnosť je rovná 1. To je zároveň 
hodnota premennej K, ktorá bude pouţitá pri ďalšom postupe. Partikulárne riešenie je moţné 
písať v tvare: 
  ( )   
    (  ( )     (   )    ( )     (   )) 
(3.42) 
kde stupeň m polynómov R a Q je vyjadrený ako      *   +   . Neznáme polynómy sa 
dopočítavajú pomocou príslušných derivácií partikulárneho riešenia xp a následným 
dosadením do získanej homogénnej časti riešenia rovnice xh. V prípade nami riešenej rovnice 
má partikulárne riešenie tvar: 
  ( )  
 
   
   
(3.43) 
Výsledné riešenie je v tvare: 
 ( )      
 
   
       
 
   
   
(3.44) 
a jeho derivácia podľa času t: 
 ̇( )      
   
 
   
   
    
 
   
 
(3.45) 
Neznáme koeficienty C1 a C2 sa určia dosadením počiatočných podmienok pre čas 
      ( )     ̇( )     do rovníc uvedených vyššie. 
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Konečný vzťah pre polohu kvapky v závislosti na čase má po vyhodnotení 
koeficientov C1 a C2 a niekoľkých matematických úpravách podobu:   
      
  
   
   
 
   
 
   
     
 (
   
 
    ) 
(3.46) 
Vzťah pre rýchlosť pohybu kvapky po zderivovaní predošlej rovnice podľa času t: 
  ̇  (   
 
   
)   
   
   
 
   
  
(3.47) 
Vyššie uvedený vzťah je vstupom pre spracovanie experimentálne zmeraných dát 
popísané v Kap. 4.3. 
 
3.8 Definícia zloţky dynamickej adhéznej sily f 
Funkcia f predstavuje zloţku dynamickej adhéznej sily F1 opísanú v predchádzajúcej 
podkapitole rovnicou (3.33). Jej hodnotu je moţné zistiť pomocou nelineárnej regresie 
z nameraných rýchlostí pohybu kvapky. Ak je však známy tvar kvapky, je moţné hodnotu 
funkcie f zistiť aj matematicky. Funkciu f tvorí súčet zloţky tiaţovej sily pôsobiacej v danom 
smere: 
            
(3.48) 
a integrálu popisujúceho povrch kvapky: 
 

dndivf p 1n
 
(3.49) 
Tento vzťah bude predmetom ďalších úvah.  
3.8.1 Popis Beziérovej plochy [13] 
V prvom rade je potrebné matematicky popísať povrch kvapky Γ. Vhodným spôsobom 
môţe byť vyjadrenie plochy pomocou Beziérovej plochy.  
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K tomu slúţi parametrický zápis bodov Beziérovej plochy závislý na bezrozmerných 
parametroch u1 a u2: 
 (     )  ∑∑    .
 
 
/    
  (    )
    .
 
 /    
  (    )
   
 
   
 
   
 
(3.50) 
kde rij sú body kontrolného polynómu a je moţné ich zistiť zo známych polohových vektorov 
plochy r(u1,u2) pomocou metódy najmenších štvorcov. Parametre u1 a u2  pritom nadobúdajú 
hodnoty 〈   〉.Výpočet bol vykonaný v programe MS Excel.  
 
Obr. 3.11 Body kontrolného polynómu Pij (resp. rij) podľa [13] 
Získané body kontrolného polynómu rij sú ďalej dosadené do rovníc pre vektory 
dotyčníc k súradnicovým krivkám v kaţdom bode popísanom parametrami u1,u2: 
     ∑∑(         )  .
   
   
/    
    (    )
    .
 
 /    
  (    )
   
 
   
 
   
 
     ∑∑(         )  .
 
 
/    
  (    )
    (
   
   
)    
    (    )
   
 
   
 
   
 
(3.51) 
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3.8.2 Krivočiary súradný systém [13] 
Ďalšie úvahy bude vhodné vykonávať v krivočiarom súradnom systéme. Krivočiarymi 
súradnicami budú parametre u1,u2. Súradnicu u3 budeme povaţovať za konštantu, čím sa 
dosiahne popis povrchu kvapky Γ. 
 Kaţdý vektor je moţné zapísať pomocou kovariantných a kontravariantných vektorov. 
V kartézskom súradnicovom systéme je postačujúci popis kovariantnými vektormi. Pri 
prechode do krivočiareho súradného systému sa však vyjadrenie veličín ako dĺţka vektoru, 
veľkosť plochy, apod. stáva pomocou kovariantných vektorov obtiaţne. Preto sa zavádzajú 
kontravariantné vektory, v Einsteinovej symbolike označované hornými indexmi. Vlastnosti 
kovariantných a kontravariantných vektorov popisujú niţšie uvedené rovnice. Viac informácií 
o vlastnostiach kovariantných a kontravariantných vektorov a operáciách s nimi je moţné 
vyhľadať v [14, 15, 16]. 
Pozn.: Pre zabránenie prípadnému nedorozumeniu zámenou horných indexov 
kontravariantných vektorov za označenie mocniny budú v tejto podkapitole prípadné mocniny 
rozpísané súčinom. 
 
Obr. 3.12 Krivočiary súradný systém podľa [13] 
Pre polohu bodu bude teda platiť: r =  r(ui). Dotyčnice budú zapísané pomocou 
kontravariantných vektorov gi , pričom platí: 
          
(3.52) 
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Pre kovariantný vektor gi platí podobne: 
        
  
(3.53) 
Ďalším vzťahom potrebným k získaniu kontravariantných vektorov dotyčníc gi je 
rovnosť: 
          
(3.54) 
Pre súčin platí komutatívny zákon (nezáleţí na poradí súčiniteľov). To je moţné 
vyuţiť pre súčet súčinov zloţiek vektorov gi a gj ,nachádzajúcich sa v skalárnom súčine týchto 
vektorov. Z toho vyplývajúca vlastnosť je: gij = gji. 
Po rozvedení Einsteinovej sumačnej symboliky vo vzťahu (3.52) a pouţitím (3.53) je 
moţné dospieť ku vzťahu pre dotyčnice v krivočiarom súradnom systéme: 
   
      
             
               
   
 
   
             
               
 
(3.55) 
Vyššie uvedené vzťahy platia pre všeobecný systém súradnicových kriviek. Za 
predpokladu, ţe je daný systém kriviek ortogonálny, vzťahy pre kontravariantné vektory 
dotyčníc sa zjednodušia na: 
   
  
   
 
   
  
   
 
(3.56) 
Integrál z výrazu (3.49) obsahuje divergenciu normálového vektoru n. Nenormovaný 
vektor   ̂ je moţné vyjadriť pomocou vektorového súčinu dotyčníc nasledovne: 
 ̂               
(3.57) 
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Jednotkový vektor vonkajšej normály plochy kvapky n sa získa podelením 
nenormovaného vektoru  ̂ jeho veľkosťou: 
  
 ̂
| ̂|
 
(3.58) 
Výraz (3.49) bude mať v krivočiarom súradnom systéme tvar: 
     ∫  
  
  
   
     
 
 
(3.59) 
Tretiu krivočiaru súradnicu u3 povaţujeme za konštantu. Zloţka fp má potom po 
rozpísaní tvar: 
     ∫ ( 
  
  
   
    
  
   
)      
 
 
(3.60) 
Element plochy kvapky dΓ je moţné vyjadriť ako: 
   √|  |  |  |  |  |  |  |  (     )  (     )        
(3.61) 
Ako uţ bolo spomenuté vyššie, budeme uvaţovať ortogonálny súradnicový systém, čo 
spôsobí elimináciu skalárneho súčinu z predchádzajúceho vzťahu, následne teda:  
   √|  |  |  |  |  |  |  |        
(3.62) 
Výsledný vzťah pre výpočet funkcie f má potom tvar: 
    ∬   
  
   
    √|  |  |  |  |  |  |  |       
    
          
(3.63) 
3.8.3 Určenie hodnoty f 
Nepohybujúca sa kvapka, na ktorú nepôsobí gravitačné zrýchlenie by mala tvar 
guľovej plochy s výškou stredu závislou na statickom kontaktom uhle θ.  
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 V skutočnosti na kvapku pôsobí tiaţová sila, ktorá spôsobuje jej deformáciu. Z tohto 
dôvodu je pri experimente vhodné uprednostňovať menšie kvapky, na ktorých je deformácia 
menšia. Navyše, tvar kvapky sa počas pohybu mení. Veľkosť deformácie povrchu kvapky je 
úmerná rýchlosti kvapky. Z tohto dôvodu je pri experimente vhodné zvoliť menší uhol 
naklonenia roviny α. 
Pre vyhodnotenie veľkosti funkcie f na povrchu kvapky guľového tvaru je najprv 
potrebné popísať jej povrch. Pre zjednodušenie je pri ďalšom postupe uvaţovaná 
nepohybujúca sa kvapka, ktorá nie je deformovaná tiaţovou silou. Guľovú plochu kvapky je 
moţné popísať parametricky takto: 
               
               
     (         ) 
(3.64) 
pričom r predstavuje polomer guľovej plochy, θ kontaktný uhol a pre krivočiare parametre 
platí:     〈    〉 a    〈   〉. 
 
Obr. 3.13 Povrch kvapky ako časť guľovej plochy 
Po získaní súradníc bodov guľovej plochy bola podľa [13] v programe MS Excel 
nadefinovaná rovnica Beziérovej plochy vychádzajúca z bodov kontrolného polynómu rij (viz. 
(3.50)). Vhodné je pouţiť čo najmenší počet bodov. Nakoľko sa jedná o rotačne symetrickú 
úlohu, je moţné riešiť ¼ guľovej plochy. Pre parameter θ teda platí:     〈  
 
 
〉. Kontaktný 
uhol θ bol podľa merania popísanom v Kap. 3.3.4 zvolený na hodnotu 140°. 
Vo vertikálnom smere bolo zvolených 5 bodov kontrolného polynómu a 4 body 
v smere horizontálnom. Dohromady sa teda jednalo o 20 bodov, pričom 4 body nachádzajúce 
sa na vrchole kvapky degradovali do jedného bodu.  
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Počet neznámych parametrov všeobecnej priestorovej plochy by bol pre daný počet 
bodov kontrolného bodu 60. Nakoľko bolo zavedené zjednodušenie – uvaţovanie guľovej 
plochy, vyuţitím matematických vzťahov pre výpočet niektorých súradníc, splnením 
podmienky spojitosti prvej derivácie krivosti plochy v krajných bodoch a podmienky symetrie 
bolo moţné ich počet zníţiť na 10. Po vhodnom určení počiatočných hodnôt súradníc bodov 
kontrolného polynómu bolo riešenie nájdené metódou najmenších štvorcov pomocou 
Riešiteľa. Bolo zvolené iteratívne schéma GRG Nonlinear (Generalized Reduced Gradient), 
ktoré je vhodné pre hladko nelineárne problémy [17]. 
 
Obr. 3.14 Body guľovej plochy (čierne) a kontrolného polynómu (modré) 
Ďalším krokom je získanie rovníc dotyčníc g1 a g2 podľa (3.51). Numerickým riešením 
kontrolných bodov Beziérovho polynómu rij je spôsobené, ţe dotyčnice g1 a g2 na seba nie sú 
celkom kolmé. Z tohto dôvodu bola kontrolovaná odchýlka týchto vektorov od kolmosti. 
Táto nepresiahla hodnotu 0,9°.  
Ďalej sa postupuje podľa vzťahov (3.56) aţ po výsledný vzťah pre hodnotu funkcie f 
(3.63). Pri vyhodnocovaní vzťahu pre fp bolo potrebné určiť, ako závisí derivácia 
normálového vektora podľa jednej z krivočiarych súradníc na súradnici druhej. Túto závislosť 
bolo moţné uspokojivo popísať polynómom 3. rádu. Výnimkou bola závislosť 
   
   
  (  ) , 
kedy sa jednalo o polynóm 0. stupňa - konštantu. Koeficienty polynómov boli získané 
aproximáciou polynómami 3. rádu. Tieto boli následne dosadené do vzťahu pre fp.  
Pre ilustratívny výpočet funkcie f bola zvolená hodnota kontaktného uhla θ = 140°, 
hmotnosť kvapky m = 4,2.10-6 kg (zodpovedajúca kvapke o objeme V = 4,2 μl), uhol 
naklonenia dosky α = 1,5° a hodnota povrchového napätia ζ = 0,0727 N.m-1. Dĺţka kroku 
krivočiarych súradníc u1 a u2 bola zvolená na 0,02, pričom tieto parametre sa pohybujú 
v intervale 〈   〉. Výsledná hodnota fp pozostávala zo súčtu 2600 čiastkových príspevkov.  
Podľa týchto údajov bola získaná hodnota funkcie f = 3,02.10-5 N. 
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4 EXPERIMENTÁLNE MERANIE 
Experimentálne meranie rýchlosti pohybu kvapky po naklonenej rovine bolo 
vykonané za účelom vyhodnotenia neznámych parametrov c1, k, f a porovnania 
experimentálne zistenej rýchlosti kvapky s hodnotami získanými numerickou simuláciou 
pohybu kvapky v programe ANSYS Fluent. 
 Pre účely experimentu boli zabezpečené plechy z nerezovej ocele AISI 304 
s rozmermi 500 x 80 x 5 mm. Tieto boli dodané v rámci spolupráce s Masarykovou 
univerzitou v Brne, prostredníctvom firmy ASIO.  
 
Obr. 4.1 Analyzované materiály, zdola vzorka č.1 aţ 4 
 
4.1 Analyzované materiály 
Vzorka č.1 
Na vyhodnocovanie pohybu kvapky bol vybraný plech z  austenitickej chróm-niklovej 
nerezovej ocele AISI 304. Jeho povrch bol ošetrený hydrofóbnym povlakom UED (Ultra 
Ever Dry).  
Povlak UED spôsobuje vysokú hydrofóbnosť daného povrchu. Hodnota kontaktného 
uhla θ bola vyhodnotená na 139,5° so smerodajnou odchýlkou ζ = 3,85°. Podobný výsledok 
uvádza vo svojej práci aj p. Nováková, a to 140,74° [2]. 
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Vzorka č.2 
Ďalším analyzovaným materiálom bol nerezový plech AISI 304 ošetrený povlakom 
Nanobala. Opticky bol totoţný so vzorkou č.1. Hodnota kontaktného uhla θ dosiahla 113,4° 
pri smerodajnej odchýlke ζ = 3,89°. 
 
Vzorka č.3 
Na povrch vzorky č.3 bol nanesený keramický povlak tmavej farby. Tento vykazoval 
hodnotu kontaktného uhla θ = 96,1° pri smerodajnej odchýlke ζ = 2,13°. 
 
Vzorka č.4 
Vzorka č.4 bola podobne ako vzorka č.3 opatrená keramickým povlakom. Na tento bola 
ďalej nanesená vrstva povlaku Nanobala. Hodnota kontaktného uhla θ predstavovala 84,4° so 
smerodajnou odchýlkou ζ = 4,59°. Vyššia smerodajná odchýlka môţe vypovedať o väčšej 
nehomogenite naneseného povlaku. 
  
4.2 Príprava experimentu 
Experiment bol vykonaný v priestoroch Laboratória hydraulických strojov VUT Brno. 
Pracovisko bolo vybavené zariadením umoţňujúcim plynulú zmenu uhla naklonenia povrchu 
α. Hodnota uhla bola počítaná z rozdielu vertikálnych vzdialeností hrany plechu na jeho 
koncoch od vodorovnej podloţky (viz. Obr. 4.2) 
 
Obr. 4.2 Výpočet uhla naklonenia roviny 
 Uhol α je teda popísaný vzťahom: 
        (
  
 
)        (
  
   
) 
(4.1) 
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kde L je dĺţka plechu a Δy rozdiel vertikálnych vzdialeností popísaný vyššie. 
Pre zaznamenanie pohybu kvapky bol povrch plechu snímaný z boku 
vysokorýchlostnou monochromaticku kamerou BAUMER HXC20. Táto je vybavená 2/3 “ 
CMOS senzorom s maximálnym rozlíšením 2048 x 1088 pixlov pri vzorkovacej frekvencii f 
= 337 Hz. Na kamere bol pouţitý objektív TV LENS o priemere 25 mm s clonou F1,4 
a minimálnou ohniskovou vzdialenosťou 0,5 m. Nastavenie vzorkovacej frekvencie, clony 
a iných parametrov kamery bolo vykonané prostredníctvom programu Silicon software 
MicroView.  
 Pre zabezpečenie dostatočnej intenzity osvetlenia bolo pracovisko osvetlené sadou 
reflektorov. Pre zabránenie vzniku neţiaducich odrazov na hranách kvapky bolo za snímanú 
scénu umiestnené čierne, neodrazivé pozadie. Záznam pohybu kvapky bol pomocou aplikácie 
uloţený vo forme sekvencie obrázkov vo formáte .bpm.  
Aby bolo moţné z jednotlivých snímok zistiť diferenciu polohy kvapky, bola 
naklápacia plošina vybavená pravítkom. 
Meranie bolo vykonané pri teplote vzduchu (aj vody) v rozmedzí od 20°C do 22°C, bez 
výrazného prúdenia vzduchu v miestnosti. Kvapky vody boli na povrch nanášané 
laboratórnou pipetou Labopette o max. kapacite 100 μl.  
 
Obr. 4.3 Pracovisko pre snímanie pohybu kvapky 
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4.3 Vyhodnocovanie výsledkov 
Na vyhodnocovanie rýchlosti kvapky je moţné pouţiť aplikáciu na detekciu hrán 
kvapky vyvinutú doc. Habánom. Program porovnáva jednotlivé snímky a na základe zmeny 
intenzity osvetlenia deteguje obrys kvapky. Výstupom z programu sú súradnice bodov kvapky 
na jednotlivých snímkach. Z týchto údajov je moţné pri známej vzorkovacej frekvencii 
kamery f a určení, koľko pixlov snímky zodpovedá 1 mm, vyhodnotený priebeh dráhy kvapky 
s na čase t. 
  
Obr. 4.4 Snímka kvapky v pohybe 
 Účelom experimentu je pri známych hodnotách plochy kvapky na povrchu S a jej 
hmotnosti m zistiť hodnotu adhézneho koeficientu k, počiatočnej rýchlosti c1 a funkcie f. Pri 
známej závislosti rýchlosti kvapky na čase je pre výpočet vyššie uvedených neznámych 
moţné vyuţiť vzťah (3.47). Tento zodpovedá všeobecnému predpisu: 
          
(4.2) 
Za predpokladu, ţe neznáme A, B a C nezávisia na čase je moţné z funkčného 
predpisu pre rýchlosť kvapky (4.2) vyjadriť dráhu s integráciou tejto rovnice podľa času t: 
  
 
 
           
(4.3) 
Po vyuţití počiatočnej podmienky pre t = 0: s = 0 platí pre neznámu D: 
   
 
 
 
(4.4) 
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Vzťahom (4.3) boli následne preloţené body dráhy získané z experimentu. Pre 
neznáme A, B a C pritom platí: 
     
 
   
        
   
 
       
 
   
 
(4.5) 
pričom parameter C predstavuje konečnú rýchlosť, ktorú by kvapka teoreticky dosiahla v čase 
t = ∞. Na základe rovníc (4.3) a (4.5) boli pomocou nelineárnej regresie metódou najmenších 
štvorcov, implementovanej do programu MS Excel, z nasledujúcich vzťahov vyčíslené 
koeficienty k, c1 a f : 
              
   
 
             
(4.6) 
 
Obr. 4.5 Závislosť dráhy a rýchlosti kvapky na čase 
 
4.3.1 Výsledky vzorky č.1 
Na povrch plechu boli nanášané kvapky o objemoch     〈     〉   , pri uhle sklonu 
plechu α od 1,5° (čo bola zároveň kritická hodnota uhla naklonenia roviny αkrit – pri ktorej 
nastal pohyb kvapky) aţ po 10°. Hodnota vzorkovacej frekvencie kamery bola pri snímaní 
Vzorky č. 1 nastavená na 205 Hz pre uhly α ≤ 3°. Pri uhloch α > 3° bola táto hodnota kvôli 
zachovaniu ostrosti fotiek zvýšená na 222 Hz. 
Analýzou snímok bolo zistené, ţe vyhodnocovaný úsek je príliš krátky na získanie 
neznámych parametrov c1, k a f. Kvapka aj pri najmenšom uhle naklonenia α = 1,5° počas 
celej doby stekania výrazne zvyšuje svoju rýchlosť. Závislosť rýchlosti na čase je takmer 
priamková, aj pre najniţší uhol naklonenia a najmenšiu veľkosť kvapky. Z tohto dôvodu nie 
je moţné dostatočne presne aproximovať túto závislosť exponenciálnou krivkou v tvare (4.2).  
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Pre grafy závislostí rýchlosti kvapky na čase pri rôznych uhloch naklonenia α 
a objemoch V viz. elektronickú prílohu Rýchlosti vz. č.1. 
 
4.3.2 Výsledky vzorky č.2  
Na povrch vzorky č.2 boli podobne ako pri vzorke č.1 aplikované kvapky vody 
o objeme     〈     〉   . Kvapky menších objemov nestekali ani pri uhle naklonenia α 
blíţiacemu sa 90°. Na povrchu sa dokázali udrţať dokonca aj pri otočení plechu o 180°. 
Väčšie kvapky sa dokázali uviesť do pohybu, no zanechávali za sebou stopu. Keďţe počas ich 
pohybu dochádzalo k významnej zmene ich objemu, pre vyhodnocovanie bol záznam ich 
pohybu bezcenný. 
 
4.3.3 Výsledky vzorky č.3 
Kvapky nanášané na povrch vzorky č.3 boli o objemoch     〈     〉   . Uhol 
naklonenia roviny α sa pohyboval v rozpätí     〈       〉. Kritické uhly αkrit pre jednotlivé 
veľkosti kvapiek sú uvedené v nasledujúcej tabuľke: 
Objem kvapky V  [μl] 20 30 40 50 60 70 80 
Kritický uhol αkrit  [°] 29,3 24,1 21,5 17,7 15,9 15,9 15,8 
Tab. 4.1 Hodnoty kritických uhlov pre vzorku č.3 
Vyhodnocovanie neznámych parametrov k, c1 a f neprebiehalo pri kritických uhloch 
natočenia, nakoľko sa jedná o uhol, pri ktorom sa kvapka začína pohybovať a je viac náchylná 
na neţiaduce vplyvy ako pri vyšších uhloch natočenia α. Týmito vplyvmi sú napr. 
nehomogenita povlaku, spolu s geometrickými nerovnosťami povrchu a nečistotami na 
povrchu. Tieto vplyvy spôsobujú „zadrhávanie“ kvapky – jej spomalenie, aţ zastavenie 
a následný rozbeh. Uvedené zmeny pohybu sú pri vyhodnocovaní výsledkov neţiaduce 
a spôsobujú chybu. Vyčíslené hodnoty parametrov k, c1 a f sú uvedené v Tab. 4.2. 
Ako uţ bolo spomenuté, predmetom skúmania tejto práce je okrem iného aj závislosť 
adhézneho koeficientu k na objeme kvapky V a naklonení roviny α. Graficky je táto závislosť 
vynesená v Grafe 4.1. Z grafu je zrejmé, ţe najvyššie hodnoty adhézneho koeficientu k boli 
namerané pri najvyšších uhloch naklonenia roviny α a najväčších objemoch kvapky V. 
Hodnoty adhézneho koeficientu k boli v rozmedzí   〈        〉         . 
 Ďalej mala byť experimentom potvrdená hypotéza, ţe počiatočná rýchlosť c1 nie je 
funkciou adhézneho koeficientu k (viz. Kap. 3.7). Tomuto účelu slúţi Graf 4.2 zobrazujúci 
závislosť počiatočnej rýchlosti c1 na objeme kvapky V a uhle naklonenia roviny α. 
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Matematicky bol korelačný koeficient ρ medzi k a c1 vyhodnotený podľa rovnice: 
     
    (   )
     
 
 
 
∑ (    ̅)(    ̅)
 
   
     
 
(4.7) 
kde  ̅, resp.  ̅ predstavuje strednú hodnotu súboru k, resp. c1, n veľkosť súboru a ζx resp. ζy 
smerodajná odchýlka súboru k, resp. c1 [18]. Hodnota korelačného koeficientu ρ pri vzorke 
č.3 predstavovala 0,095. Korelačný koeficient blízky nule vypovedá o nezávislosti skúmaných 
veličín, podľa tohto výsledku teda     ( ). Počiatočná rýchlosť pre vzorku č.3 leţala 
v intervale     〈       〉    
   . 
 Prehľad 
vypočítaných parametrov 
k, c1, f 
α [°] 
18 20 22 25 30 
V [μl] 
20 
k [Pa.s.m-1] 
- - - - 
2,0E+00 
c1 [mm.s
-1] 5,5E-01 
f [N] 1,2E-08 
30 
k [Pa.s.m-1] 
- - - 
2,0E+00 1,2E+01 
c1 [mm.s
-1] 1,0E+00 1,0E+01 
f [N] 3,3E-08 2,0E-06 
40 
k [Pa.s.m-1] 
- - 
3,5E+00 4,3E+00 5,7E-02 
c1 [mm.s
-1] 3,2E+00 8,8E+00 2,9E+01 
f [N] 2,2E-07 7,3E-07 3,2E-08 
50 
k [Pa.s.m-1] 4,8E-01 2,7E-01 2,8E+00 2,1E-01 1,4E-01 
c1 [mm.s
-1] 2,5E+00 1,1E+01 1,4E+00 2,7E+01 3,5E+01 
f [N] 2,7E-08 6,7E-08 8,6E-08 1,3E-07 1,1E-07 
60 
k [Pa.s.m-1] 4,5E-01 6,3E-01 5,3E-01 1,3E+00 1,9E+00 
c1 [mm.s
-1] 5,1E+00 1,2E+01 2,2E+01 3,0E+01 2,0E+01 
f [N] 5,9E-08 2,0E-07 3,0E-07 1,0E-06 9,7E-07 
70 
k [Pa.s.m-1] 2,7E-01 4,3E+00 1,6E+00 2,4E+00 2,0E+01 
c1 [mm.s
-1] 1,0E+01 1,9E+01 2,0E+01 3,9E+01 2,6E+01 
f [N] 7,3E-08 2,3E-06 8,7E-07 2,6E-06 1,4E-05 
80 
k [Pa.s.m-1] 3,8E-01 8,5E-01 8,7E-01 6,4E+00 1,5E+01 
c1 [mm.s
-1] 2,1E+01 3,8E+01 5,9E+01 7,7E+01 2,7E+01 
f [N] 3,2E-07 1,3E-06 2,0E-06 2,0E-05 1,7E-05 
Tab. 4.2 Vypočítané hodnoty k, c1 a f pre vzorku č.3 
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Graf 4.1 Hodnoty adhézneho koeficientu k pre vzorku č.3 
 
Graf 4.2 Hodnoty počiatočnej rýchlosti c1 pre vzorku č.3 
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 Pre úplnosť je v Grafe 4.3 vynesené rozloţenie zloţky adhéznej sily f a závislosť 
konečnej rýchlosti C na objeme kvapky V a uhle naklonenia roviny α v Grafe 4.4. Podľa 
Grafu 4.3 funkcia f dosahuje hodnoty v intervale   〈                 〉 . Vyššie hodnoty 
zloţky dynamickej sily f zodpovedali väčším objemom kvapky V a vyšším uhlom naklonenia 
roviny α. 
 Čo sa týka konečnej rýchlosti C, táto sa pohybovala v rozmedzí   
〈     〉      , pričom najvyššie rýchlosti zodpovedali najvyššiemu uhlu naklonenia 
roviny α (viz. Graf 4.4). 
 
Graf 4.3 Hodnoty funkcie f pre vzorku č.3 
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Graf 4.4 Hodnoty konečnej rýchlosti C pre vzorku č.3 
  
4.3.4 Výsledky vzorky č.4 
Kvapky nanášané na povrch vzorky č.4 boli o objemoch     〈     〉   . Uhol 
naklonenia roviny α sa pohyboval v rozpätí     〈       〉. Jedná sa teda o výrazne väčšie 
uhly ako pri vzorke č.3. Kritické uhly αkrit pre jednotlivé veľkosti kvapiek sú uvedené 
v nasledujúcej tabuľke: 
Objem kvapky V  [μl] 20 30 40 50 60 70 80 
Kritický uhol αkrit  [°] 65 51,6 43,6 35,7 33,4 27,5 27,3 
Tab. 4.3 Hodnoty kritických uhlov pre vzorku č.4 
Pre vyššie uhly naklonenia α nebolo pri väčších kvapkách moţné vyhodnotiť neznáme 
parametre, nakoľko kvapka pri rozbehu zanechávala stopu. Hodnoty vyčíslených neznámych 
k, c1 a f sa nachádzajú v Tabuľke 4.4. 
  
18
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30
20 30 40 50 60 70 80
α [°] 
V [μl] 
Rozloženie rýchlosti C [mm.s-1] 
240-270
210-240
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Prehľad vypočítaných 
parametrov k, c1, f 
α [°] 
30 35 40 45 55 65 
V [μl] 
20 
k [Pa.s.m-1] 
- - - - - 
3,4E-02 
c1 [mm.s
-1] 3,8E-01 
f [N] 1,9E-07 
30 
k [Pa.s.m-1] 
- - - - 
1,7E+00 6,5E-01 
c1 [mm.s
-1] 2,1E-01 4,2E-01 
f [N] 7,1E-06 5,6E-06 
40 
k [Pa.s.m-1] 
- - - 
6,3E-01 2,1E+00 1,3E+00 
c1 [mm.s
-1] 2,0E+00 2,6E+01 6,7E+00 
f [N] 3,2E-05 1,4E-03 2,2E-04 
50 
k [Pa.s.m-1] 
- - 
3,2E-01 3,4E-02 1,5E+00 4,8E-01 
c1 [mm.s
-1] 1,3E+00 9,0E+00 5,0E+00 1,5E+01 
f [N] 1,2E-05 8,5E-06 2,0E-04 2,0E-04 
60 
k [Pa.s.m-1] 
- 
2,0E-01 1,2E+00 4,6E+00 
- - c1 [mm.s
-1] 1,3E+00 2,0E+00 2,0E+00 
f [N] 1,0E-05 9,6E-05 3,6E-04 
70 
k [Pa.s.m-1] 7,9E-02 6,2E+00 2,1E+00 8,3E+00 
- - c1 [mm.s
-1] 1,8E+00 1,6E+01 5,0E+00 3,0E+01 
f [N] 4,9E-09 3,4E-03 3,5E-04 8,4E-03 
80 
k [Pa.s.m-1] 4,1E-01 1,2E+01 7,7E+00 
- - - c1 [mm.s
-1] 1,5E+00 1,0E+01 1,0E+01 
f [N] 2,5E-05 4,8E-03 3,2E-03 
Tab. 4.4 Vypočítané hodnoty k, c1 a f pre vzorku č.4 
 V Grafe 4.5 je zobrazená závislosť adhézneho koeficientu k na objeme kvapky 
V a uhle natočenia roviny α. Jeho hodnoty sú v intervale   〈         〉         . Na 
rozdiel od vzorky č.3 najvyššie hodnoty k neprislúchajú najväčším kvapkám pri najvyššom 
uhle naklonenia roviny α, ale stredne veľkým kvapkám pri niţších uhloch naklonenia. 
 Graf 4.6 zobrazuje závislosť počiatočnej rýchlosti c1 na objeme kvapky V a uhle 
natočenia roviny α. Táto sa pohybuje v intervale    〈      〉    
  . Jej najvyššia 
hodnota je teda dvakrát niţšia ako pri vzorke č.3. Korelačný koeficient ρ pre adhézny 
koeficient k a rýchlosť c1 je pri vzorke č. 4 oveľa vyšší ako pri vzorke č.3. Dosahuje hodnotu 
0,57. V tomto prípade uţ nie je moţné počiatočnú rýchlosť c1 pokladať za nezávislú na k. 
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Graf 4.5 Hodnoty adhézneho koeficientu k pre vzorku č.4 
 
Graf 4.6 Hodnoty počiatočnej rýchlosti c1 pre vzorku č.4 
  
30
35
40
45
55
65
20 30 40 50 60 70 80
α [°] 
V [μl] 
Rozloženie koeficientu k [Pa.s.m-1] 
11-12
10-11
9-10
8-9
7-8
6-7
5-6
4-5
3-4
2-3
1-2
0-1
30
35
40
45
55
65
20 30 40 50 60 70 80
α [°] 
V [μl] 
Rozloženie rýchlosti c1 [mm.s
-1] 
28-32
24-28
20-24
16-20
12-16
8-12
4-8
0-4
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
39 
 
V Grafe 4.7 je vynesené rozloţenie funkcie f pre vzorku č. 4. Hodnoty sa pohybujú v 
rozmedzí   〈               〉 . Jedná sa teda o širší interval ako v prípade vzorky č.3. 
Ako je z Grafu 4.7 zrejmé, vyššie hodnoty f prislúchajú oblasti, kde kvapka nebola z hľadiska 
menených parametrov (V, α) náchylná na zanechávanie stopy ani na nečistoty a nepresnosti 
povrchu. 
 
Graf 4.7 Hodnoty funkcie f pre vzorku č.4 
Na nasledujúcom grafe je vykreslená závislosť konečnej rýchlosti C na objeme kvapky 
V a uhle naklonenia roviny α pre vzorku č.4. Z experimentu vyplynulo, ţe 
  〈       〉      . Pritom najvyššia spočítaná rýchlosť, ktorú môţe kvapka počas 
pohybu dosiahnuť bola pri najvyššom uhle naklonenia roviny       a tomuto uhlu 
zodpovedajúcom najväčšom objeme kvapky         (viz. Graf 4.8). 
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Graf 4.8 Hodnoty konečnej rýchlosti C pre vzorku č.4 
 
4.4 Chyby merania 
Chyby experimentálneho merania pohybu kvapky po naklonenej rovine je moţné 
rozdeliť na: 
a) Hrubé 
b) Náhodné 
 nehomogenita povlaku plechu 
 zmena vzorkovacej frekvencie f počas pohybu (zanedbateľná) 
c) Systematické 
 geometrická odchýlka plechu od rovinnosti  
 nastavenie uhla naklonenia roviny α 
 veľkosť objemu kvapky V 
 zmena objemu kvapky V odparom počas pohybu  
 zmena tvaru kvapky počas pohybu 
 zmena teploty plechu vplyvom radiácie od reflektorov 
 kontrakcia zorného uhla  
Hrubé chyby sú spôsobené ľudským faktorom. Predstavujú výraznú odchýlku meranej 
veličiny, takţe je jednoduché ich identifikovať a vylúčiť z daného štatistického súboru. 
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Náhodné chyby majú svoj pôvod v malých časových zmenách okolitých podmienok 
(teploty, tlaku, vlhkosti, vibrácií, atď.) počas merania. Majú nepredvídateľný charakter. 
Chyby majú kladné aj záporné hodnoty, takţe za predpokladu, ţe sa vyskytujú s rovnakou 
pravdepodobnosťou, sa pri väčšom počte meraní vyrušia. 
Systematické chyby skresľujú výsledok určitým spôsobom a s istou pravidelnosťou. 
To sa na výsledku prejaví tak, ţe meraná veličina je trvalo niţšia/vyššia ako teoreticky 
správna hodnota. Ich príčinou môţe byť pouţitá metóda merania, merací prístroj alebo 
samotný vykonávateľ merania (subjektívna chyba). Tento druh chyby je moţné eliminovať, 
a to buď zmenou metódy merania, alebo meracieho prístroja. Subjektívnu chybu je moţné 
odstrániť vylúčením pozorovateľa, alebo naopak, vykonanie merania viacerými 
pozorovateľmi [19]. 
Niektoré z vyššie uvedených chýb boli povaţované za zanedbateľné. Kvantifikácia 
ostatných chýb je popísaná niţšie. 
 
Geometrické nepresnosti 
Na margo geometrických nepresností je nutné poznamenať, ţe kaţdý z analyzovaných 
plechov vykazoval určitú odchýlku od rovinnosti. To je pravdepodobne dôsledok aplikácie 
hydrofóbnych povrchov, ktorá prebieha pri vysokých teplotách. V materiáli vzniká vnútorné 
pnutie, ktoré potom spôsobuje jeho deformáciu.  
 
Nastavenie uhla natočenia α 
Čo sa týka presnosti nastavenia uhla naklonenia α, chybu je podľa [19] moţné 
kvantifikovať ako polovicu najmenšieho dieliku meracieho prístroja, čo pri meraní na 2 
miestach (koncoch plechu) predstavuje 1 mm. Relatívna chyba dosahuje najvyššiu hodnotu 
pri najmenšom uhle sklonu α= αkrit=1,5°, a to 7 %. 
 
Objem kvapky V 
Dôleţitú úlohu zastáva aj presnosť veľkosti nanášaných kvapiek. Tieto boli na povrch 
zavádzané pipetou Labopette, pri ktorej je výrobcom uvádzaná objemová presnosť 0,8 % 
[20]. 
 
Strata objemu odparom 
 Počas pohybu kvapky dochádza k zmenšeniu jej objemu príčinou jej odparovania. za 
účelom vyčíslenia hodnoty chyby spôsobenej odparom bol vykonaný experiment rýchlosti 
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odparovania kvapky z povrchu. Predmetom skúmania bol úbytok hmotnosti kvapky 
v závislosti na čase. K tomu boli vyuţité laboratórne váhy Sartorius s presnosťou 0,01 g. 
Meranie bolo vykonané pri teplote 22 °C, bez výrazného prúdenia vzduchu v miestnosti. 
Odpar kvapky bol zhodnotený na 0,01 g/1080 s, čo pri uvaţovaní najdlhšieho času stekania 
kvapky 10 sekúnd predstavuje relatívnu stratu objemu 0,125 %. 
 
Zmena tvaru kvapky 
Ako sa počas pohybu zvyšuje rýchlosť kvapky, mení sa aj jej tvar. Teória odvodená 
v Kap. 3.7 však predpokladá, ţe sa jej tvar nemení. K tejto problematike je moţné pristupovať 
dvojako: 
a) analyzovať kvapku len do okamihu, kedy sa jej tvar začne výraznejšie meniť 
b) pri vyhodnocovaní kontaktnej plochy S pracovať so strednou hodnotou, ktorú má 
kvapka v polovici času jej pohybu. 
K prístupu a) je z nameraných dát pre názornosť vytvorený graf popisujúci oblasť, 
v ktorej sa kvapka nachádza v nedeformovanom stave. Jedná sa však o silne subjektívnu 
charakteristiku, nakoľko k deformácii kvapky dochádza aj pri malých rýchlostiach. Je teda 
čisto na úsudku pozorovateľa rozhodnúť o vzdialenosti, v ktorej je deformácia kvapky uţ 
markantná. Nasledujúci graf bol vytvorený z údajov merania pohybu kvapky na vzorke č.1. 
Plocha zobrazuje vzdialenosť, ktorú kvapka prešla, kým sa začala významnejšie deformovať. 
Pod plochou  grafu sa teda kvapka nachádza v nedeformovanom stave. 
 
Graf 4.9 Prejdená vzdialenosť bez zmeny tvaru kvapky 
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Zmena povrchovej energie kvapky 
Povrchové napätie/energia kvapaliny sa mení s jej teplotou. Aby sa zabránilo 
prílišnému ohrevu kvapaliny od plechu osvetľovaného reflektormi, meranie bolo vykonávané 
prerušovane. Pre určenie odchýlky pri určovaní hodnoty povrchovej energie γ je moţné vyjsť 
z Eötvösovho vzťahu vysvetľujúceho závislosť povrchovej energie na teplote: 
    
 
    (    ) 
(4.8) 
kde V je molárny objem danej látky, TC kritická teplota a w konštanta platná pre takmer 
všetky látky (w = 2,1.10-7 [J.K-1mol-2/3]). Pre vodu je molárny objem VM=18.10
-3
 l.mol
-1
 a 
kritická teplota TC = 374°C [21]. Po dosadení do vzťahu (4.8) a uvaţovaní maximálneho 
teplotného rozdielu 5°C dostávame relatívnu chybu pri určovaní povrchovej energie 1,4 %. 
 
Zmena zorného uhla 
Pri pozorovaní objektu nachádzajúceho sa mimo os objektívu kamery dochádza ku 
zmene zorného uhla ε [22]. Tento je tým menší, čím je objekt vzdialenejší od osi 
prechádzajúcej objektívom (viz. Obr. 4.1).  
 
Obr. 4.6 Kontrakcia zorného uhla ε 
 Pre určenie kontrakcie zorného uhla ε uvaţujme rovinu o dĺţke L vzdialenú od 
objektívu kamery o dĺţku H. Rovina je rozdelená na elementy o dĺţke dL, blíţiace sa svojou 
veľkosťou limitne k nule. Pre relatívnu kontrakciu zorného uhla η je moţné odvodiť 
nasledujúci vzťah: 
        (     (
 
   
)) 
(4.9) 
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Po dosadení veličín z vykonaného experimentu, teda analyzovanej dĺţky L = 300 mm 
a vzdialenosti objektívu od plechu H = 750 mm dostaneme maximálnu hodnotu kontrakcie 
pre krajné body plechu 1,9 %. Pohybujúca sa kvapka teda prejde v skutočnosti väčšiu 
vzdialenosť, ako sa zdá zo snímku. Nakoľko je dopad tejto chyby na výsledok vopred známy, 
bola pri vyhodnocovaní výsledkov vykonaná ich korekcia. 
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5 NUMERICKÉ RIEŠENIE POHYBU KVAPKY 
Pre porovnanie výsledkov získaných experimentom bol pohyb kvapky po naklonenej 
rovine simulovaný v programe ANSYS Fluent 15.0. Nastavenú úlohu aj s dátami z výpočtu 
pohybu kvapky a pouţitým UDF pre šmykové napätie na stene je moţné nájsť na priloţenom 
CD. 
5.1 Nastavenie programu ANSYS Fluent 
5.1.1 Nastavenie riešiča (Solver): 
Riešič bol zapnutý na simuláciu nestacionárnych dejov (Transient). Výpočet bol 
vykonaný ako na rovinnej (2D planar space), tak aj priestorovej (3D) doméne. Vplyv 
gravitácie bol zadávaný v zloţkovom tvare, podľa aktuálneho natočenia dosky (Gravity). 
 
5.1.2 Nastavenie modelu (Models): 
 V prípade stekania kvapky po povrchu dosky sa jedná o viacfázové prúdenie, a to 
vzduchu (primárna fáza) a vody (sekundárna fáza). V prostredí Fluent-u je moţné pri 
simulácii viacfázového prúdenia vyuţiť tieto modely: 
 VOF model (Volume of fluid) – vhodný pre vrstvené prúdenie a prúdenie s voľnou 
hladinou. Môţe byť pouţitý pri prúdení dvoch a viac navzájom nemiesiteľných 
kvapalín. Model zavádza do riešiča rovnice objemových zlomov v jednotlivých 
prvkoch, pričom súčet jednotlivých objemových zlomkov v kaţdom z prvkov je rovný 
jednej. Model je taktieţ vhodný pre predikciu povrchového napätia a stacionárne alebo 
nestacionárne mapovanie akéhokoľvek rozhrania kvapalina-plyn.  
 Model zmesi (Mixture) – zjednodušený viacfázový model pre modelovanie 
viacfázového toku, kde sa jednotlivé fázy posúvajú rôznou rýchlosťou. Vyuţíva sa 
najmä pri riešení prúdenia bublín, kavitácie alebo sedimentácii. 
 Eulerov model (Eulerian) – najkomplexnejší viacfázový model. Dovoľuje simuláciu 
väčšieho mnoţstva navzájom sa ovplyvňujúcich fáz. Počet fáz je limitovaný len 
moţnosťami pouţitého hardwaru a konvergenciou riešenia [23]. 
Ako vyplýva z popisu jednotlivých modelov, pre prípad kvapky stekajúcej po povrchu je 
najvhodnejší VOF model. 
Model viskozity (Viscous model) bol nastavený ako laminárny (Laminar) z toho 
dôvodu, aby bolo moţné výsledky porovnať s hodnotami rýchlosti získanými z teoretických 
vzťahov odvodenej teórie čiastočnej zmáčavosti. 
5.1.3 Okrajové podmienky (Boundary conditions): 
Nakoľko sa jedná sa o prúdenie s voľnou hladinou, v doméne je definovaná hodnota 
atmosférického tlaku. Stena, po ktorej steká kvapka je typu wall, pričom nie je uvaţovaná jej 
drsnosť. Podmienka šmykového napätia je definovaná pomocou nasledujúceho UDF: 
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#include "udf.h" 
 
DEFINE_PROFILE(inlet_x_nap_lam, thread, position) 
{ 
 face_t f; 
 begin_f_loop(f, thread) 
 { 
 F_PROFILE(f, thread, position) = k*C_U(f,thread); 
 } 
 end_f_loop(f, thread) 
} 
DEFINE_PROFILE(inlet_y_nap_lam, thread, position) 
{ 
 face_t f; 
 begin_f_loop(f, thread) 
 { 
 F_PROFILE(f, thread, position) = k*C_V(f, thread); 
 } 
 end_f_loop(f, thread) 
}  
kde k predstavuje hodnotu adhézneho koeficientu. Funkcia bola napísaná a uţ skôr pouţitá p. 
Frodlovou v [5]. 
 Medzifázová interakcia bola definovaná pomocou modelu CSF (Continuum Surface 
Force) vypracovaného Brackbillom. Tento zohľadňuje vplyv povrchového napätia na 
fázovom rozhraní medzi jednotlivými fázami [24]. Do modelu bola zadaná príslušná hodnota 
kontaktného uhla θ. Povrchové napätie na rozhraní voda-vzduch bolo zvolené o veľkosti σ = 
0,0727 N.m
-1
. Táto hodnota zodpovedá vode o teplote 20 °C [25]. 
Na ostatných hranách domény bola nastavená tlaková podmienka pressure-outlet 
s nulovým pretlakom. Výnimkou bola rovina symetrie v prípade priestorovej domény, kde 
bola definovaná symetrická okrajová podmienka symmetry. 
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Pozn.: V skutočnosti, keď dôjde k pohybu kvapky, veľkosť kontaktného uhla θ sa zmení. 
Prejavuje sa tzv. hysterézia uhla zmáčania. Kontaktný uhol kvapaliny, ktorá postupuje po 
pevnom povrchu (postupujúci uhol θA) je väčší ako uhol na ustupujúcom rozhraní (ustupujúci 
uhol θR). Rozdiel medzi nimi môţe byť aţ 50° [5]. V tomto prípade sa hovorí o dynamickom 
kontaktnom uhle θd. Ten závisí na miestnom stave kvapaliny a steny. Pri experimentálnom 
meraní bolo zistené, ţe tento rozdiel rastie so zvyšujúcou sa rýchlosťou kvapky. Kvapka 
pohybujúca sa po naklonenej rovine teda nadobúda tvar podľa Obr. 5.1.    
 
Obr. 5.1 Statické a dynamické kontaktné uhly θ 
 V prostredí programu ANSYS Fluent nie je dynamický kontaktný uhol uvaţovaný. 
Vzniká teda len zdanlivá hysterézia uhla zmáčania, no pri bliţšom skúmaní tvaru kvapky je 
moţné sa presvedčiť o zhodnosti postupujúceho a ustupujúceho uhla. 
5.1.4 Inicializácia (Initialization): 
Pred spustením výpočtu bola vykonaná štandardná inicializácia. Následne bola časť 
domény prislúchajúca kvapke naplnená sekundárnou fázou - vodou (Patch). Geometricky sa 
jednalo o kruh/guľu dotýkajúcu sa steny a o priemere zodpovedajúcom objemu kvapky 
pouţitej v experimente. Podmienkou pri rovinnej úlohe bola rovnosť plochy bokorysu 
modelovanej kvapky a kvapky pouţitej pri experimentálnom meraní rýchlosti. Pri výpočte 
polomeru kvapky bol pouţitý nasledujúci vzťah: 
   (
   
       
)
 
 
     ,  - 
(5.1)  
kde V predstavuje objem kvapky v μl. 
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Obr. 5.2 Kvapka po inicializácii (rovinný prípad) 
 
Obr. 5.3 Kvapka po inicializácii (priestorový prípad) 
5.1.5 Riešenie (Calculation): 
Po inicializácii riešenia bola kvapka rozpočítaná pre vodorovnú polohu dosky – 
nulovú zloţku gravitačného zrýchlenia g v ose x. Zmyslom bolo simulovať podobné 
podmienky ako pri experimente, pri ktorom bola kvapka nanesená na povrch do 
impregnovanej ohrady. Tá bola následne odstránená, čo malo za následok začiatok pohybu 
kvapky po vzorke.  
Na začiatku výpočtu, keď sa kvapka deformuje do svojej rovnováţnej polohy bol 
zvolený variabilný časový krok. Obmedzujúcou podmienkou bola hodnota Courantovho čísla 
Cr. Toto číslo predstavuje počet buniek, cez ktoré častica prejde počas jedného časového 
kroku. Bola zvolená prednastavená hodnota Cr = 5. Následne, keď kvapka prestala „pruţiť“, 
boli zloţky gravitačného zrýchlenia prenastavené na hodnoty prislúchajúce danému uhlu 
natočenia roviny α. Tento bol pre účely výpočtu zvolený na 25°. Počet iterácií bol nastavený 
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na 30, pričom najväčšia hodnota normalizovaných reziduálov dosahovala 10-3 a to pre 
reziduály rovnice kontinuity. Jedná sa o tzv. váţené reziduály (Scaled residuals). Nakoľko sú 
tieto vztiahnuté k najväčšiemu rezíduu v prvých piatich iteráciách časového kroku, dobrý 
počiatočný odhad v danom časovom kroku spôsobí vyššiu hodnotu reziduálov. Z tohto 
dôvodu bola kontrolovaná miestna hmotnostná nerovnováha (Mass imbalance), ktorá 
v oblasti kvapky dosahovala najviac 10
-10
 kg.s
-1, čo pre daný objem kvapky predstavuje chybu 
v ráde 10-4 % / s.   
So zväčšujúcou sa hodnotou adhézneho súčiniteľa k sa zhoršovala konvergencia 
výpočtu, preto bola v nutných prípadoch vykonaná adaptácia siete nad povrchom dosky tak, 
aby riešenie skonvergovalo.  
Pre získanie závislosti rýchlosti kvapky na čase bol vytvorený monitor 
zaznamenávajúci polohu kvapky v jednotlivých časových krokoch. K tomu bolo potrebné 
vytvoriť izoplochu (Iso-surface) z objemového zlomku vody v intervale    〈     〉.  
 
5.2 Výpočtová sieť 
Výpočet bol vykonaný pre rovinnú aj priestorovú doménu. Pre účely riešenej úlohy 
postačovalo vytvorenie jednoduchej ortogonálnej siete. Rovinná doména sa skladala výhradne 
zo obdĺţnikových (quad) prvkov. Podobne, v prípade priestorovej domény boli pouţité 
kvádrové (hex) prvky. Je teda zjavné, ţe špičkovitosť (skewness) - parameter určujúci kvalitu 
siete bol blízky nule. To vypovedá o dobrej kvalite siete. Rovinná výpočtová oblasť mala tvar 
obdĺţnika s rozmermi 350 x 6 mm. V prípade priestorovej úlohy sa jednalo o kváder 
s rozmermi 150 x 5 x 3 mm. V tomto prípade bola vyuţitá symetria kvapky a modelovaná 
bola len jej ½.  
Bolo overené, ţe veľkosť výšky domény nad povrchom kvapky nemá vplyv na jej 
pohyb. Veľkosť buniek bola zvolená tak, aby bolo zaistené, ţe pri ďalšom zjemnení siete sa 
výsledok nezmení (bolo dosiahnuté tzv. mesh independent solution). Výpočtová sieť 
pozostávala z 268 000, resp. 1 070 000 buniek pre rovinnú, resp. priestorovú úlohu. Zvolený 
objem simulovanej kvapky V  bol 30 μl. Počet buniek naplnených kvapalinou bol v prípade 
rovinnej domény 1 392 a 7 541 pri priestorovej doméne.  
 
5.3 Riešené rovnice 
Základnými rovnicami prúdenia kvapalín pouţitých pri modelovaní stekajúcej kvapky 
je zákon zachovania hmotnosti (rovnica kontinuity) a zákon zachovania hybnosti (Navierova-
Stokesova rovnica). Výskyt viacerých fáz je vo Fluent-e zohľadnený pridaním rovnice 
objemového zlomku pre kaţdý prvok siete. Vyššie uvedené rovnice tvoria systém parciálnych 
diferenciálnych rovníc, ktoré je moţné vyjadriť pomocou konvektívno-difúznej rovnice. 
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5.3.1 Rovnica kontinuity 
Ako bolo spomenuté vyššie, rovnica kontinuity predstavuje zákon zachovania 
hmotnosti makroskopickej častice. Ak teda uvaţujeme časticu s elementárnym objemom ΔV, 
musí platiť rovnosť: 
               
(5.2)  
 
Obr. 5.4 Elementárny objem 
po zderivovaní výrazu podľa času: 
   
  
   
(5.3)  
Po dosadení (5.2) do (5.3) získavame 
 
  
(    )    
(5.4)  
Deriváciu súčinu je moţné podľa pravidla pre prácu s deriváciami upraviť nasledovne: 
  
  
    
  
  
   
(5.5)  
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Po vydelení rovnice (5.5) elementárnym objemom ΔV dostaneme vzťah obsahujúci 
divergenciu vektoru posunutia elementárneho objemu u: 
  
  
  
 
  
   
  
 
  
  
  
 
  
   ( )    
(5.6)  
Rovnicu (5.6) je moţné prepísať do Einsteinovej sumačnej symboliky: 
  
  
  
 
  
   
   
   
(5.7)  
Keďţe čas t povaţujeme voči osi súradnicového systému xi  za konštantu, je moţné 
zmeniť poradie derivácií nasledovne: 
  
  
  
 
   
(
   
  
)    
(5.8)  
Po úprave získavame vzťah s rýchlosťou posunutia makroskopickej častice v: 
  
  
  
   
   
 
  
  
      ( )    
(5.9)  
Nakoľko v prípade stekania kvapky nedochádza k prúdeniu ţiadnej z tekutín 
vysokými rýchlosťami alebo za vysokého tlaku, je moţné povaţovať obe média za 
nestlačiteľné. Hustota ρ sa stáva konštantnou a rovnica (5.9) sa v tomto prípade zjednoduší na 
konečný tvar: 
   
   
   
(5.10)  
 
5.3.2 Navierova-Stokesova rovnica 
Ďalšou z rovníc riešených v systémovom prostredí Fluent-u pri prúdení skutočnej 
(viskóznej) kvapaliny je Navierova-Stokesova rovnica. Táto prostredníctvom rovnice 
rovnováhy makroskopickej častice predstavuje zákon zachovania hybnosti. 
Majme podobne ako pri rovnici kontinuity elementárny kontrolný objem ΔV o 
elementárnej hmotnosti Δm.  
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
52 
 
 
Obr. 5.5 Elementárny kontrolný objem ΔV 
Základná forma rovnice rovnováhy sa opiera o prvý a druhý Newtonov zákon (zákon 
zotrvačnosti a sily) kedy platí: 
       ∑   
 
   
     
(5.11)  
pričom Fs predstavuje silu udeľujúcu zrýchlenie makroskopickej častici a Fz zotrvačnú silu. 
Pravá strana rovnice (5.11) obsahuje súčet všetkých síl pôsobiacich na časticu. V prípade 
prúdenia skutočnej kvapaliny v gravitačnom poli Zeme sa jedná o silu okolitého prostredia F1 
           
(5.12)  
kde g je vektor gravitačného zrýchlenia zemského poľa a povrchovú silu F2 
   ∫    
  
 ∫       
  
 
(5.13)  
kde σ predstavuje tenzor napätia na povrchu makroskopickej častice a n vektor vonkajšej 
normály k ploche častice S. 
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Obr. 5.6 Napätia na stenách elementárneho objemu podľa [26] 
Napätie σ má rozmer tenzora 2. rádu (matica 3 x 3), takţe vzťah pre dF2 má po 
rozpísaní tvar: 
[
     
     
     
]  [
         
         
         
]  [
  
  
  
]     
(5.14)  
kde zloţky σ leţiace na diagonále predstavujú normálové napätia a ostatné prvky šmykové 
napätia na stene. Pre izotropné látky platí výhodná vlastnosť, a to ţe matica napätí je 
symetrická. Platí teda ζij = ζji, čo zniţuje počet neznámych parametrov z 9 na 6. Po aplikácii 
Einsteinovej sumačnej symboliky na rovnicu (5.14) získavame vzťah: 
              
(5.15)  
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Rovnica rovnováhy makroskopickej častice následne nadobúda tvar: 
            ∫          
  
 
(5.16)  
Po aplikácii vzťahu 
        
(5.17)  
a Gaussovej-Ostrogradského vety na člen povrchových napätí dostávame: 
                ∫
    
   
    
  
 
(5.18)  
Ak platí, ţe veľkosť elementárneho objemu ΔV sa blíţi 0, potom po vydelení rovnice 
(5.18) členom ΔV a jej úprave dostaneme: 
     
    
   
      
(5.19)  
Ďalej je moţné upraviť člen zrýchlenia častice tak, aby v ňom vystupovala rýchlosť 
a rozloţiť totálny diferenciál rýchlosti na zloţku lokálneho a konvektívneho zrýchlenia 
nasledovne: 
   
   
  
 
   
  
 
   
   
   
(5.20)  
a po dosadení do rovnice (5.19) a vydelení hustotou ρ získavame nasledujúci tvar Navierovej-
Stokesovej rovnice: 
   
  
 
   
   
   
 
 
 
    
   
    
(5.21)  
  
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
55 
 
Tenzor napätí ζij je ďalej moţné rozdeliť na tenzor vratných napätí ηij a tenzor 
nevratných napätí (tlmenia) πij. 
            
(5.22)  
pričom po rozpísaní jednotlivých tenzorov je pre Newtonovskú kvapalinu moţné písať 
                              
(5.23)  
pričom p predstavuje tlak na ploche makroskopickej častice, μ je dynamická viskozita, b 
druhá dynamická viskozita, δij je Kroneckerova δ a vij tenzor rýchlosti deformácie. 
Všetky 3 členy rovnice je pre dosadenie do (5.21) vhodné upraviť. Úprava tlakového 
členu spočíva v poznatku: 
  
   
    
  
   
 
(5.24)  
Ďalej, pre symetrický tenzor vij platí: 
    
 
 
(
   
   
 
   
   
)      
(5.25)  
Pre člen s dynamickou viskozitou μ teda platí: 
 (       )
   
    
 
   
*
 
 
(
   
   
 
   
   
)+   (
   
 
      
 
   
 
      
) 
(5.26)  
Nakoľko sa jedná o nestlačiteľnú tekutinu, po opätovnom pouţití rovnice (5.10) sa 
vzťah zjednoduší na: 
 (       )
   
  
   
 
      
 
(5.27)  
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Nakoniec, na základe (5.25) je tenzor vkk moţné vyjadriť ako: 
    
 
 
(
   
   
 
   
   
)  
   
   
 
(5.28)  
čo má v kombinácii s rovnicou kontinuity pre nestlačiteľnú kvapalinu (5.10) za následok 
elimináciu posledného člena v rovnici (5.23). 
Po dosadení vyššie uvedených rovníc do (5.21) je teda výsledný tvar Navierovej-
Stokesovej rovnice s kinematickou viskozitou η: 
   
  
 
   
   
   
 
 
 
  
   
  
   
 
      
    
(5.29)  
Jednotlivé členy je moţné zľava postupne charakterizovať takto: 
 člen lokálneho zrýchlenia 
 člen konvektívneho zrýchlenia 
 tlakový člen 
 disipačný člen 
 člen poľa vonkajších objemových síl 
 
5.3.3 Rovnica objemového zlomku 
Pri výpočte viacfázového prúdenia pomocou VOF modelu je vo Fluent-e pridaná nová 
premenná – objemový zlomok fáze v bunke aq. Fázy sa navzájom neprestupujú, pričom platí, 
ţe súčet objemových zlomkov jednotlivých fáz v kaţdej z buniek je rovný 1. Pre bunku môţe 
platiť: 
     : bunka je celkom prázdna 
     : bunka je celkom zaplnená 
    (   ) bunka obsahuje rozhranie medzi q-tou fázou a jednou alebo viacerými 
ďalšími fázami 
Rovnica kontinuity pre objemový zlomok q-tej fáze má tvar: 
 
  
[
 
  
(    )  
 
   
(      )      ∑( ̇    ̇  )
 
   
] 
(5.30)  
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kde mqp je hmotnostný prietok z fáze q k fáze p a mpq hmotnostný prietok z fáze p k fáze q, n 
počet fáz a Saq zdrojový člen pre prenos hmoty (v tomto prípade nastavený na 0) [27]. 
 
5.4 Výsledky numerického riešenia 
Pre simuláciu pohybu kvapky po naklonenej rovine boli vybrané tieto vstupné parametre: 
Objem kvapky V 30 μl 
Uhol  naklonenia roviny α 25 [°] 
Kontaktný uhol θ 96 [°] 
Povrchové napätie σ 0,0727 [N.m
-1
] 
Adhézny koeficient k 10
-2
, 10
-1
,1, 2, noslip [Pa.s.m
-1
] 
Tab. 5.1 Vstupné parametre pre simuláciu vo Fluent-e 
Výsledkom porovnávacieho výpočtu boli závislosti rýchlostí kvapky v závislosti na 
dráhe a čase. Tieto sú uvedené v nasledujúcich grafoch: 
 
Graf 5.1 Závislosť rýchlosti kvapky na čase 
0,001
0,01
0,1
1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
lo
g 
v 
[m
.s
-1
] 
t [s] 
Experiment
k = 0,01
k = 0,1
k = 1
k = 2
noslip
noslip 3D
VUT-EU-ODDI-13303-02-15 
Pohyb kvapky po naklonenej rovine 
58 
 
 
Graf 5.2 Závislosť rýchlosti kvapky na dráhe 
 
Z vyššie uvedených grafov je zrejmé, ţe numerická simulácie v značnej miere 
nezodpovedá skutočnému priebehu rýchlosti kvapky. Pri experimente kvapka dosiahla oveľa 
niţšiu konečnú rýchlosť C, ako pri simulácii pre všetky uvaţované prípady adhézneho 
koeficientu k. Túto rýchlosť tieţ dosiahla na kratšej vzdialenosti s. V grafoch nie sú uvedené 
výsledky z priestorovej simulácie pri pouţití adhézneho koeficientu k, nakoľko do dátumu 
odovzdávania diplomovej práce z dôvodu vysokých nárokov na výpočtovú kapacitu ešte 
neboli k dispozícii. Priebeh rýchlosti kvapky, najviac sa blíţiaci experimentu bol zistený pre 
noslip podmienku na stene. Z tohto poznatku, a z priebehu rýchlosti kvapky v priestorovej 
doméne (viz. Graf 5.2) je moţné usudzovať, ţe ani priestorový výpočet pri zohľadnení teórie 
čiastočnej zmáčavosti neprinesie výsledky podobné experimentálnym. 
Zaujímavým poznatkom získaným analýzou rýchlostného poľa v kvapke bolo, ţe 
rýchlosť v smere pohybu kvapky nie je vo všetkých bodoch rovnaká. Príklad rýchlostného 
poľa po výške kvapky je pre hodnotu adhézneho súčiniteľa k = 1 v rovinnej doméne 
znázornený na nasledujúcom obrázku: 
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Obr. 5.7 Rozloţenie rýchlosti po výške kvapky 
Hodnotu adhézneho súčiniteľa k je na základe známeho rýchlostného profilu kvapky 
moţné vyhodnotiť podľa vzťahu pre šmykové napätie τ: 
   
   
   
 
(5.31)  
kde μ je dynamická viskozita kvapaliny a x2 predstavuje smer normály plochy, po ktorej steká 
kvapka. Je to smer kolmý na smer pohybu kvapky. Vyuţitím rovnice (3.17) je moţné adhézny 
koeficient k vyjadriť ako: 
    
 
  
 
   
   
 
(5.32)  
Rýchlostný profil sa však po dĺţke kvapky mení. Zároveň je moţné predpokladať, ţe 
je závislý na čase. To činí kontrolné vyhodnotenie koeficientu k komplikovanejším. 
Analýzou rýchlostného poľa v kvapke v smere kolmom na smer pohybu je potvrdenie 
funkčnosti implementácie teórie čiastočnej zmáčavosti pomocou UDF do prostredia Fluent-u. 
Ako je vidieť na Obr. 5.8, stredná hodnota rýchlosti na stene nie je nulová, ale má konečnú 
kladnú hodnotu, tak ako predpovedá teória čiastočnej zmáčavosti. 
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Obr. 5.8 Rýchlosť po dĺţke kvapky 
Pri odvodzovaní vzťahu pre rýchlosť kvapky v závislosti na čase bol prijatý 
predpoklad, ţe všetky častice vykonávajú translačný pohyb. Vykreslením rýchlostného poľa 
v kvapke bolo zistené, ţe táto podmienka vo väčšine objemu platí. Výnimkou sú okraje 
kvapky v blízkosti povrchu, kde sú veľkosti rýchlosti aţ o 1 rád vyššie neţ v okolitom objeme 
a ich vektory majú rôzny smer (viz. Obr. 5.9). V tejto oblasti je tieţ hodnota vírivosti aţ o 4 
rády väčšia ako v ostatnom objeme kvapky. 
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Obr. 5.9 Vektory rýchlosti kvapky v pohybe 
 
Obr. 5.10 Kvapka v pohybe + výpočtová sieť. Vľavo rovinná, vpravo priestorová úloha 
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ZÁVER 
 V teoretickom úvode diplomovej práci sú definované základné pojmy z mechaniky 
tekutín, ako je povrchové napätie ζ, plošná hustota povrchovej energie γ, resp. povrchová 
energia telesa E, zmáčavosť povrchu a s ňou súvisiaci kontaktný uhol θ. Tieto pojmy sú 
kľúčové k pochopeniu teórie čiastočnej zmáčavosti, na základe ktorej je následne odvodený 
vzťah pre rýchlosť kvapky pohybujúcej sa po naklonenej rovine v závislosti na čase (3.47). 
  Pre úplnosť je v Kap. 3.8 odvodený postup pre získanie hodnoty zloţky dynamickej 
adhéznej sily f pomocou rozboru divergencie vektoru vonkajšej normály n k povrchu kvapky 
Γ. To je moţné vtedy, keď je povrch kvapky popísaný analyticky. Vyuţíva sa preloţenie 
povrchu Beziérovou plochou, pričom sa po určení dotyčníc g1 a g2 a následnom prechode do 
krivočiareho súradného systému za vyuţitia kontravariantných vektorov dospeje ku vzťahu 
pre hodnotu f. Celý postup je aplikovaný na konkrétne hodnoty objemu kvapky V = 4,2 μl, 
kontaktného uhla θ = 140° a naklonenia roviny α = 1,5°. Pre zadané hodnoty vychádza 
hodnota f  = 3,02.10
-5
 N . 
 Experimentálnym meraním pohybu kvapky po naklonenej rovine boli zistené hodnoty 
rýchlosti pre daný objem kvapky V a naklonenie dosky α. Analyzované boli 4 rôzne 
materiály. Ich popis je uvedený v Kap. 4.1. Pomocou odvodeného vzťahu pre rýchlosť 
kvapky bol pre kaţdý prípad vyhodnotený adhézny koeficient k, zloţka dynamickej adhéznej 
sily f a počiatočná rýchlosť c1. Jednotlivé hodnoty sú uvedené v Kap. 4.3. Pri vyhodnocovaní 
experimentálne získaných dát je treba brať do úvahy chyby merania. Tieto sú popísané v Kap. 
4.4. 
Konečná rýchlosť kvapky C je úmerná jej veľkosti a uhla naklonenia roviny, pričom 
výraznejší bol vplyv uhla naklonenia α (viz. Graf 4.4 a 4.8). Najvyššie hodnoty adhézneho 
súčiniteľa k boli na vzorke č.3 vyhodnotené pri kvapkách o najväčších objemoch a najväčších 
uhloch naklonenia. Tento fakt však na vzorke č.4 neplatil (viz. Graf 4.1 a Graf 4.5). Hodnoty 
adhézneho koeficientu sa pohybovali od 0,057 po 20 pre vzorky č.3 a od 0,034 po 11,6 pre 
vzorku č.4. Je pravdepodobné, ţe adhézny koeficient k je závislý na rýchlosti kvapky, a teda 
aj Reynoldsovom čísle. Túto hypotézu by bolo nutné zohľadniť v matematickom modeli 
teórie čiastočnej zmáčavosti steny. 
Ďalším záverom vyplývajúcim z vykonaného experimentu stekania kvapky po 
naklonenej rovine bol fakt, ţe hodnota kritického uhla naklonenia roviny αkrit je nepriamo 
úmerná objemu kvapky V. Konkrétne hodnoty pre vzorku č.3 a č.4 sú uvedené v Tab. 4.1 
a 4.3. 
Predpokladom pri odvodzovaní vzťahu pre rýchlosť kvapky na základe teórie 
čiastočnej zmáčavosti bolo, ţe    (  ). Za účelom overenia platnosti tohto predpokladu bol 
vyčíslený korelačný koeficient medzi adhéznym koeficientom k a počiatočnou rýchlosťou c1. 
Tento mal pri vzorke č.3 hodnotu 0,095. To by naznačovalo, ţe uvedený predpoklad platí. Na 
vzorke č.4 však korelačný koeficient dosahoval oveľa vyššiu hodnotu, a to 0,57.  
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V rámci experimentálneho merania bolo na analyzovaných materiáloch vykonané 
meranie statického kontaktného uhla θ, ktorý môţe poslúţiť pri hľadaní závislosti medzi 
statickými a dynamickými charakteristikami analyzovaného materiálu a taktieţ je pouţitý ako 
vstupná hodnota pre numerickú simuláciu pohybu kvapky v prostredí programu ANSYS 
Fluent. Hodnota kontaktného uhlu θ pre porovnávací výpočet bola pre vzorku č.3 vyčíslená na 
96,1° so smerodajnou odchýlkou ζ = 2,13°.  
V programe ANSYS Fluent bol vykonaný porovnávací výpočet pre kvapku o objeme 
V = 30 μl a uhle naklonenia roviny α = 25°. Porovnaním s experimentom vykonaným na 
vzorke č.3 bola zistená výrazne rozdielna závislosť rýchlosti na čase, resp. dráhe (viz. Graf 
5.1 a Graf 5.2). Jednou z príčin môţe byť predpoklad, ţe adhézny koeficient k sa počas 
pohybu kvapky nemení. Ak je závislý na rýchlosti kvapky, bolo by nutné upraviť UDF 
zavádzajúcu podmienku pre šmykové napätie η na stene do programu Fluent. Tento fakt tieţ 
môţe byť príčinou nekonzistentných výsledkov experimentálneho vyhodnocovania pohybu 
kvapky. Jednou z príčin môţe byť predpoklad, ţe všetky častice kvapaliny vykonávajú 
translačný pohyb, a kvapka sa teda po stene posúva, pričom na povrchu kvapalina prekĺzava. 
V skutočnosti však kvapka môţe vykonávať kombináciu translačného a rotačného pohybu. 
Ďalej, v teórii ani pri numerickej simulácii nie sú uvaţované nerovnosti povrchu. V praxi má 
kaţdý povrch určitú drsnosť, ktorý spôsobuje, ţe kvapka je v kontakte s povrchom iba na 
určitých výčnelkoch steny, nie na celej ploche S. Medzi týmito výstupkami sa nachádza 
vzduch, ktorý má taktieţ vplyv na pohyb kvapky. Jednou z hypotéz je, ţe hrúbka vrstvy 
vzduchu pod kvapkou je závislá na hodnote adhézneho koeficientu k. Ďalším zjednodušením 
bol výpočet kvapky v rovine. Podľa tejto simulácie sa teda jedná o dlhý stekajúci valec a nie 
kvapku. Vypovedajúcejšie výsledky by bolo moţné získať vykonaním simulácie 
v priestorovej doméne, pri zohľadnení adhézneho koeficientu k. Je ţiaduce, aby bol výpočet 
vykonaný na takej hustej sieti, aby by nebolo nutné vykonať adaptáciu siete, nakoľko v 
adaptovanej oblasti dochádza k ovplyvneniu tvaru kvapky (viz. Obr. 5.10). 
Problematika popisu chovania kvapaliny pohybujúcej sa po naklonenej stene je 
v štádiu raného výskumu. Ukazuje sa, ţe matematický model pouţitý v teórii čiastočnej 
zmáčavosti nie je dostačujúci pre správny popis pohybu kvapky po naklonenej rovine. Pre 
lepšie pochopenie správania sa kvapky v pohybe je potrebné vykonať ďalšie experimenty. 
Veľký dôraz by mal byť kladený na to, aby analyzovaný povrch bol čo najviac homogénny. 
Pre zabezpečenie opakovateľnosti merania je dôleţitým faktorom trvanlivosť nanášaných 
povlakov. Tie by mali byť oteruvzdorné, aby nedochádzalo narúšaniu povlaku pri jeho čistení, 
či transporte. Vyššia abrazivzdornosť by tieţ rozšírila pouţitie hydrofóbnych povrchov 
v praxi (viz. Úvod). Ďalším činiteľom ovplyvňujúcim presnosť merania sú geometrické 
nepresnosti plechov. Na tieto je hydrofóbny povrch nanášaný pri vysokých teplotách, čo má 
za následok vznik vnútorného pnutia v materiáli a následnú deformáciu plechu. Tomu by bolo 
moţné zabrániť ţíhaním plechov pred aplikáciou náteru.  
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POUŢITÉ SKRATKY A SYMBOLY 
 
Latinská abeceda: 
Skratka Názov Jednotka 
A  koeficient diferenciálnej rovnice [1] 
a  zrýchlenie / objemový zlomok fáze / koef. dif. rovnice [m.s-2] / [1] / [1] 
B koeficient diferenciálnej rovnice [1] 
b druhá dynamická viskozita [Pa.s] 
C,C1,C2 koeficient diferenciálnej rovnice [1] 
c1 počiatočná rýchlosť kvapky [m.s
-1
] 
Cr Courantove číslo [1] 
D koeficient diferenciálnej rovnice [1] 
d priemer kvapky [m] 
E povrchová energia [J] 
F sila [N] 
f zloţka dynamickej adhéznej sily / vzorkovacia frekvencia [N] / [Hz]  
g gravitačné zrýchlenie / dotyčnica ku ploche [m.s-2] / [1] 
H vzdialenosť plechu od kamery [m] 
L dĺţka plechu / obvod dosky [m] / [m] 
l dĺţka fázového rozhrania [m] 
K koeficient diferenciálnej rovnice [1] 
k  adhézny koeficient [Pa.s.m-1] 
m hmotnosť kvapky / vonkajšia normála telesa / koef. dif. rov. [kg] / [1] / [1] 
n vonkajšia normála kvapaliny / počet prvkov [1] / [1] 
 ̂ nenormovaný normálový vektor [1] 
P kontrolný bod Beziérovej plochy / polynóm dif. rovnice [m] / [1] 
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p tlak [Pa] 
Q polynóm diferenciálnej rovnice [1] 
R polynóm diferenciálnej rovnice [1] 
r polohový vektor / polomer / koef. dif. rovnice [m] / [m] / [1] 
S  plocha / plocha kvapky v kontakte s povrchom [m
2
] / [m
2
] 
s  dráha / koef. dif. rovnice [m] / [1] 
T teplota [°C] 
t čas [s] 
u  krivočiara súradnica / posunutie [1] / [m]  
V  objem kvapky [l] 
v  rýchlosť [m.s-1] 
w Eötvösova konštanta [J.K-1mol-2/3] 
x označenie osi / riešenie diferenciálnej rovnice [1] / [1] 
  ̅  ̅ stredná hodnota súboru *  
y vertikálna vzdialenosť [m] 
 
Grécka abeceda: 
α uhol naklonenia roviny [°] 
β súčiniteľ drsnosti povrchu [1] 
γ plošná hustota povrchovej energie [J.m-2] 
δ integračný uhol guľovej plochy / Kroneckerova δ [°] / [1] 
ε Leviho-Cicitov tenzor / zorný uhol [1] / [°] 
η kinematická viskozita [m2.s-1] 
θ kontaktný uhol [°] 
λ neznáma v charakteristickej rovnici [1] 
μ dynamická viskozita [Pa.s] 
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π nevratné napätie / povrchový tlak [Pa] / [J.m-2] 
ρ hustota tekutiny / korelačný koeficient [kg.m-3] / [1] 
ζ povrchové napätie / smerodajná odchýlka [N.m-1] / * 
η šmykové napätie / vratné napätie / rel. kontr. zorného uhla [Pa] / [Pa] / [1] 
θ integračný uhol guľovej plochy [°] 
Γ povrch kvapky [m2] 
Ω mnoţina objemového integrálu [m3] 
 
*podľa jednotky daného súboru 
Indexy: 
A adhézne (šmykové napätie), atmosférický (tlak), postupujúci (advancing) 
AB acido-bázická zloţka povrchovej energie 
C kritický 
d disperzná zloţka povrchovej energie, dynamický 
G tiaţový 
h homogénne 
i ,j, k indexy Einsteinovej sumačnej symboliky 
krit. kritický 
L liquid (čistá kvapalina) 
LW Lifshitzovu-Van der Waalsova zloţka povrchovej energie 
lv liquid-vapor 
M molárny 
p polárna zloţka povrchovej energie / partikulárne / povrch kvapky 
q označenie objemovej fáze 
R ustupujúci (receding) 
S  statická / solid (čistá pevná fáza) 
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sv solid-vapor 
sl solid-liquid 
+ elektrónový príjemca 
- elektrónový darca 
1, 2, 3 smerový / poradový index 
 
Skratky: 
CCD Charge Coupled Device 
CSF Continuum Surface Force 
GRG Generalized Reduced Gradient 
SEE Surface Energy Evaluation 
UDF User Defined Function 
UED Ultra Ever Dry  
VOF  Volume Of Fluid 
 
